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ПРЕДИСЛОВИЕ

Практика моделирования и численного анализа задач оптимального плани­
рования показала, что возникновениг математических моделей, не имею­
щих решений (неразрешимых), — явление обычное, связанное, в частности, 
с ресурсно-дефицитной природой экономики. В связи с этим возникла 
необходимость развития теории таких моделей, методов их коррекции, 
алгоритмического и программного обеспечения.

В книге рассмотрен математический аппарат анализа неразрешимых 
(противоречивых) задач линейного программирования как наиболее часто 
встречающихся на практике. Это, во-первых, теория двойственности для 
таких задач и, во-вторых, методы их коррекции (аппроксимации). Рассмат­
ривается несколько способов коррекции, однако, какой из них выбрать 
в ситуации конкретной задачи, зависит от характера этой задачи, особенно­
стей ее математического описания, цели корректировки модели и т.д. 
Опыт анализа противоречивых моделей линейного программирования, 
соотнесенных к реальным объектам планирования, невелик. Необходимо 
накопление такого опыта, после чего можно ожидать возможность сущест­
венного пополнения арсенала математических средств численного анализа 
противоречивых моделей. Однако следует отметить, что интерес к противо­
речивым задачам оптимизации (в основном линейным) и их численному 
анализу в последние годы резко возрос.

Теория двойственности в книге представлена не во всей своей полноте, 
а преимущественно в той ее части, которая касается задач линейного про­
граммирования и частично квадратичного. И это понятно: именно линейные 
модели нашли свое массовое применение в решении задач оптимального 
планирования, а потому и являются наиболее актуальными.

В целом материал книги легко читаем, однако есть и исключение — это 
гл. V, посвященная анализу более широкой схемы двойственности для 
несобственных задач линейного и выпуклого программирования, а также 
этим же вопросам, но в бесконечномерном пространстве. Для фактов этой 
главы приводятся необходимые доказательства. Важность этого материала 
двоякая: он существенно расширяет класс конкретных реализаций схемы
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двойственности, что важно для практики, а перенос результатов на беско­
нечномерный случай позволяет применять их в других разделах математи­
ки, таких, как оптимальное управление, приближение функций, некоррект­
ные задачи и др.

Книга может быть рекомендована математикам и экономистам, работаю­
щим в области приложений математических методов в экономике и техни­
ке, а более общо — в области планирования и управления сложными эконо­
мическими и техническими системами. Она также может быть использована 
студентами старших курсов соответствующих специальностей.



ВВЕДЕНИЕ

Практика применения экономико-математических методов и ЭВМ в реше­
нии планово-экономических задач, несомненно, принесла свою пользу, 
однако она выявила и существенные трудности. Последние имеют разную 
природу. Отметим такие, как недостаточное совершенство математического 
аппарата, плохое информационное обеспечение (неполнота, недостоверность 
и неточность информации, невозможность ее оперативного использования 
из-за отсутствия автоматизированных баз данных), недостаточное алго­
ритмическое и программное обеспечение, недостаточное быстродействие 
используемых ЭВМ. Отметим также трудности, связанные с качеством 
моделирования. Обеспечить высокий уровень моделирования, ведущий 
к созданию адекватной рабочей модели экономического (производствен­
ного) объекта, хорошо ’’притертой” к нему и позволяющей отслеживать 
и прогнозировать развитие объекта планирования — задача не легкая.

Рассмотрим некоторые проблемы, возникающие при внедрении матема­
тических методов и ЭВМ в практику планирования конкретного производ­
ства. При традиционной технологии принятия решений, основанной на 
ручном счете, управленческий персонал непосредственно участвует в выбо­
ре плановых решений и экономически, или административно отвечает 
за их последствия. При использовании же математических методов эта 
цепь разрывается. Действительно, разработка математических моделей и 
проведение расчетов осуществляются, как правило, научными подразделе­
ниями, которые не несут практически никакой ответственности за качество 
решений. Управленческий же персонал, не имея соответствующей квалифи­
кации, фактически не принимает участия в выработке решений, но ответ­
ствен за все последствия, связанные с их реализацией.

Другая трудность: данамизм параметров экономических систем и боль­
шое число внешних воздействий на объект планирования приводят к тому, 
что сбор информации, ее обработка, проведение оптимизационных расчетов, 
анализ полученных решений требуют достаточно большого промежутка 
времени. Это же ведет к тому, что за это время параметры системы изме­
няются в той же мере, которая делает рассчитанные планы и управление 
их реализацией не пригодными для практического применения, так как 
они описывают иную, чем сложившуюся к этому времени, ситуацию. Сокра­
щение сроков проведения расчетов за счет автоматизации обработки инфор-
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мации, создание более совершенных программ анализа исходных данных, 
проведение расчетов на более производительных ЭВМ, безусловно, умень­
шают остроту проблемы, но не снимают ее.

Эффект от внедрения математических методов в управление производ­
ством в существенной мере может быть достигнут за счет более полного 
учета условий функционирования объекта планирования. При ручном счете 
не представляется возможным переработать необходимое количество 
информации. Можно привести такой пример*). На Нижнетагильском метал­
лургическом комбинате возможности выпуска продукции при планирова­
нии на год лимитируются 250 существенными ресурсными ограничениями, 
в то время как при ручном счете возможным является учет около 50 огра­
ничений. С использованием ЭВМ можно учесть все 250 ограничений, но 
где взять информационное описание этих условий? На комбинате такой 
детализированной системы учета нет, так как она до сих пор была не нужна. 
Организация информационного обеспечения задач оптимального планиро­
вания в нашем примере предполагает многократное расширение системы 
учета. Это на основе традиционных процедур учета сделать невозможно. 
Выход видится в разработке формальных методов идентификации инфор­
мационного описания производственно-экономических систем, в создании 
автоматизированных банков данных.

Следует сказать, что все перечисленные проблемы в принципе преодоли­
мы. Несколько другая по своей природе трудность (возможно, главная) 
состоит в мере допустимой математизации конкретных проблем и задач 
экономики. Эта мера в первую очередь зависит от уровня совершенства 
самой экономики, от методов и традиций управления, от действительных 
законов ее функционирования и эволюции. В этих вопросах роль средств, 
связанных с применением точных наук, отодвигается на задний план. На 
первый же план выступают проблемы глубокого научного анализа экономи­
ки и ее реальных проявлений, установления ее действительных законов 
и их обеспечения хозяйственным механизмом.

Параллельно производственной сфере с ее реалиями существует инфор- 
мационно-отображающая сфера с функциями, в частности, управления 
материальной сферой на базе официально закрепленных законов, установ­
лений, правил, распоряжений и т.д. Однако эта сфера изобилует большим 
количеством систематических и случайных помех, разными механизмами 
искажения и фильтрации. Разрыв между ’’писаными” и реальными закона­
ми этих двух сфер, неадекватное отображение материальной сферы инфор­
мационной сферой, другие несоответствия между ними создают одну из 
самых серьезных проблем эффективного управления и, в частности, эффек­
тивного применения экономико-математических методов и ЭВМ. Послед­
ние ориентируются на данные второй (информационной) сферы, на ту 
сумму положений, которые формулируют, ’’как должно быть”, а не ’’как 
есть”. Все это приводит к тому, что мы вырабатываем управления на основе 
моделей идеальных производств и пытаемся применить их к реальным 
призводственным объектам. Поэтому не случайно, что иногда даже нево­
оруженным глазом можно увидеть неприменимость рассчитанных управ­

*) В а с и л е н к о  Г.Н., Ф р о л о в  В.Н. Почему комбинату трудно? // ЭКО. -  
1982. -  № 11.

8



ляющих воздействий. Однако если последние были бы даже формально 
правильными, то в реальных условиях их применение могло бы натолкнуть­
ся на такие трудности, как существующий хозяйственный механизм, волюн­
таризм в практике принятия решений, несоответствие традиционным 
методам выработки решений, а также на психологический эффект, связан­
ный с ущемлением социальной значимости тех или иных плановых служб.

Роль достоверности и своевременности информации для планирования 
и управления трудно переоценить. В условиях искаженной информации 
польза рекомендаций, выработанных на основе применения экономико­
математических методов, становится, мягко говоря, сомнительной. Одно 
дело, когда информация по своей природе носит неопределенный характер 
или неточна, и тогда с такой ситуацией можно бороться формально — 
математическими средствами. Совсем другое, когда она искажена в силу 
тех или иных имманентных экономике механизмов (в силу, например, 
обеспечения не государственных, а групповых интересов).

Кратко коснемся вопроса об элементарных периодах планирования 
и обратных связях. В области моделирования и решения задач экономики 
определенные трудности, связанные с необходимостью оперативного учета 
быстрых изменений в производственной ситуации, можно снять за счет 
применения нестационарного программирования*), обеспеченного интерак­
тивными (диалоговыми) средствами обработки данных. Эта форма про­
граммирования (планирования) связана с уменьшением элементарных 
периодов воздействия на производственный процесс, т.е. периодов, в 
течение которых действует некорректируемое управление, выработанное 
на конец предыдущего элементарного периода. Реализация малых периодов 
реагирования возможна лишь на базе использования достаточно мощных 
ЭВМ и высокоавтоматизированного комплекса счета в целом. Все это 
потенциально дает возможность организации обратных связей (за счет 
своевременного получения измененных управляющих параметров). Такой 
механизм динамического анализа производства делает возможным в рам­
ках единой схемы и планировать, и управлять процессом выполнения 
плановых программ. При малых элементарных периодах планирования 
способ управления экономическим^ объектами становится близким к 
методам управления технологическим процессом.

Практика решения оптимизационных экономических задач на основе их ма­
тематического моделирования породила новую проблему, связанную с появ­
лением несобственных (противоречивых) моделей. Частным проявлением не- 
собственностиявляется несовместность ограничений модели, например мо­
дели линейного программирования. Изучение задач или теоретических моде­
лей экономики, содержащих противоречия, связано с необходимостью науч­
ного обоснования процедур корректирования таких задач и моделей.

Причинами возникновения несобственных моделей, описывающих задачи 
экономического (производственного) планирования и управления, могут 
быть: ресурсный дефицит, напряженность планов, неточность экономиче­
ской информации, учет в модели противоречивых директив, отрицательное 
воздействие производства на среду и учет нормативов на такое воздейст­

*) Е р е м и н  И.И., М а з у р о в  В.Д. Нестационарные процессы математического 
программирования. -  М.: Наука, 1979.
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вие. Естественно, это перечень только некоторых из причин возникновения 
противоречивых моделей, носящих более или менее общий характер. 
Противоречивый характер процедур определения плановых программ и 
реализации плановых решений может выражаться в несбалансированности 
заданий по выпуску продукции с ресурсными возможностями объекта 
планирования. Противоречивость может быть вызвана чрезмерным упроще­
нием действительных связей и многими другими причинами. Противоречи­
вая модель может быть адекватным отражением действительных противо­
речий, а способы ее корректировки — отражением действительных проце­
дур разрешения этих противоречий. В этих случаях на последующих шагах 
’’отладки” модели предпринимаются те или иные процедуры корректиров­
ки или уточнения соотношений модели и ее структуры. Но если стремиться 
делать такие процедуры обоснованными (а это необходимо), то объектом 
теоретического исследования становится противоречивая модель.

Словом, практика экономико-математических исследований потребова­
ла уточнения и развития классического положения о том, что всякая теоре­
тическая модель должна быть непротиворечивой. Пока изучались достаточ­
но простые объекты — с малым числом учитываемых параметров, такое 
положение не казалось ограничительным и представлялось очевидным. 
В случае же возникновения противоречивой модели ее коррекция осущест­
влялась простыми приемами. Изучение более сложных моделей, отражаю­
щих существенно более сложные ситуации, привело к принципиальной 
необходимости учета появления противоречивых моделей (формальных 
систем), а следовательно, к необходимости разработки методов (в частно­
сти, численных) их анализа.

Опыт решения задач производственного планирования показывает, что 
возникновение противоречивых моделей — это довольно обычная ситуация. 
Конечно, в этом случае,исходя из тех или иных эвристических соображений, 
можно ряд ограничений снять или ослабить, скорректировать исходные 
данные и добиться того, что задача будет разрешимой. Однако куда важней 
и целесообразней подход, основывающийся на применении объективных 
процедур для ’’развязки” (коррекции) такой модели, т.е. для преобразова­
ния ее в разрешимую (или совокупность таковых). ’Тазвязку” можно еще 
интерпретировать как ’’расшивку” узких мест>

Остановимся более подробно (с экономических позиций) на некоторых 
причинах возникновения противоречивых ситуаций. При разработке плано­
вых программ используется принцип многоступенчатости (иерархичности) 
проведения расчетов. В этом случае на более высоком уровне иерархии 
в связи с информационными и вычислительными трудностями нижестоя­
щий (локальный) объект планирования описывается упрощенной моделью. 
Описанные в упрощенной (а значит, и не полной) модели ресурсы соотно­
сятся со спросом на продукцию. При существующей экономической ситуа­
ции, когда продукция большинства отраслей народного хозяйства дефицит­
на, выбирается вариант плана с максимальным, безрезервным использова­
нием ресурсов. Однако установленное таким образом плановое задание 
при более полном учете ресурсных возможностей объекта планирования 
может оказаться нереальным.

Проблема противоречивости усугубляется еще и тем, что многие в 
прошлом не столь дефицитные и по традиции не учитываемые в должной
10



степени ресурсы в настоящее время существенно лимитируют выпуск 
продукции. Например, далеко не всегда выполняются ограничения на 
рациональное использование воздушного и водного бассейнов промышлен­
но развитых районов. Это нарушает процессы воспроизводства трудовых 
ресурсов, приводя к ухудшению условий жизни населения, росту уровня 
заболеваемости, и является одной из причин повышенной миграции из 
этих районов. Тем самым обостряется ситуация с обеспеченностью трудо­
выми ресурсами, особенно таких отраслей народного хозяйства, как черная 
и цветная металлургия, химическая и цементная промышленность.

Противоречивость ограничений задач планирования производства поро­
ждается также и несовершенством систем ценообразования. Приведем 
такой пример. На предприятии необходимо увеличить выпуск продукции. 
Имеются два возможных варианта развития: на основе расширения исполь­
зования существующей технологии (экстенсивный вариант) и за счет внедре­
ния высокомеханизированных и автоматизированных производственных 
Процессов (интенсификация). Причем первый вариант требует меньших 
затрат, но существенно большего привлечения трудовых ресурсов. Предпо­
ложим, что с народнохозяйственной точки зрения затраты по обоим вариан­
там являются экономически оправданными. Естественно, что на уровне 
предприятия достаточно затруднительно оценить степень дефицитности 
различных видов ресурсов, особенно в перспективе, и поэтому решение 
принимается, как правило, исходя из затрат. В то же время ’’экономически 
выгодный” вариант развития может быть нереализуем по причине невоз­
можности привлечения дополнительных трудовых ресурсов в необходимом 
количестве. Это приведет к противоречиям в реализации ’’экономически 
выгодного” варианта плана. Лишь при адекватном отображении меры 
дефицитности ресурсов в ценах недопустимый вариант развития будет и 
экономически нецелесообразен.

Приводящей к противоречию ситуацией является практика планирова­
ния от достигнутого, когда без соответствующего анализа устанавливается 
большее плановое задание по выпуску продукции, чем в предыдущий 
период времени.

Однако если планируемый рост производства продукции не сопровожда­
ется соответствующим увеличением ресурсных возможностей, то это приво­
дит к установлению нереального задания. Естественно, производственный 
коллектив, осознав тот факт, что вряд ли удастся выпустить требуемое 
количество продукции и получить вознаграждение за выполнение планово­
го задания, будет работать ниже своих возможностей. Тем самым установ­
ление нереального плана в конечном итоге приводит к снижению эффектив­
ности функционирования производства.

К противоречивым ситуациям приводят также несовершенство системы 
оценочных показателей работы производственных коллективов и учет 
нормативов для этих показателей при оценке производственных планов, 
в частности их напряженности.

Напряженность планов связана с директивным назначением норматив­
ных оценок плана, что в общем контексте упирается в проблему много- 
критериальности как фактора, порождающего противоречивость.

Обсудим ее вначале на примере задач оптимального проектирования. 
В проектировании, скажем, самолетов в качестве оценочных критериев вы­
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ступают: прочность, надежность, скорость, дальность, управляемость, взлет­
но-посадочные характеристики, экономичность, эксплуатационные свой­
ства, масса и т.д. Если в качестве той или иной совокупности характеристик 
взять их рекордные значения, достигнутые в тех или иных реализованных 
проектах, то, заложив эти характеристики в модель поиска оптимального 
проекта по какому-либо выделенному критерию, например себестоимости, 
мы получим, естественно, задачу с противоречивой системой ограничений. 
Взаимодействие критериев друг на друга носит противоречивый характер.

В экономике проблема выбора критерия или учета совокупности крите­
риев стоит так же остро. Достижение хорошего результата по какому-либо 
одному критерию на фоне общей операционной обстановки может мало что 
значить. Во всяком случае, погоня за теми или иными рекордами (макси­
мальными значениями по одному критерию) сама по себе, без должного 
учета конечной полезности, просто вредна.

Противоречивость системы ограничений задачи планирования производ­
ства в настоящее время является скорее правилом, чем исключением. 
Это, безусловно, усложняет моделирование экономических процессов. 
Однако модель с несовместной системой ограничений (как одним из прояв­
лений свойств несобственности) содержательно может быть не менее важ­
ной (ав  ряде случаев — и более), чем с совместной.

Сказанное дополним еще одним соображением. Возможно, моделируя 
производственную ситуацию (речь идет о задачах планирования), в случае 
существования допустимого решения целесообразно при поиске адекват­
ной модели идти от варианта собственной модели к несобственной (напри­
мер, за счет включения в модель новых ограничений, не учтенных или не 
учитываемых ранее, включения новых технологических способов и т.д.), 
а от последней — к собственной, но уже на основе объективных процедур 
коррекции.

Безусловно, нельзя полностью устранить противоречивые ситуации в 
развитии экономических объектов. Однако снизить меру несбалансирован­
ности плановых программ, отказаться от тех экономических механизмов, 
которые усиливают возможность возникновения рассогласований в разви­
тии народного хозяйства, необходимо, так как это уменьшает уязвимость 
экономики при неблагоприятных воздействиях на ход производственных 
процессов. Этой цели и служит аппарат несобственных задач математическо­
го программирования.

Разнообразие причин возникновения противоречивости предполагает 
широкий фронт исследований. В настоящее время наибольший прогресс 
достигнут, по-видимому, в построении математической теории анализа 
противоречивых моделей*).

Что касается приложений, то здесь опыт не очень велик. Одной из целей 
написания этой книги и является желание привлечь внимание специалистов, 
занимающихся прикладными исследованиями, к необходимости использо­
вания обоснованных процедур анализа противоречивых задач и моделей.

*) Е р е м и н  Й.И., М а з у р о в  В.Д., А с т а ф ь е в  Н.Н. Несобственные задачи 
линейного и выпуклого программирования. -  М.: Наука, 1983.
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Г Л А В А 1

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

В данной главе излагаются основы теории систем линейных неравенств и 
линейного программирс зания. Ее материал является вводным для последу­
ющих глав.

§ 1. Системы линейных неравенств
Системы линейных уравнений являются важным объектом в математи­

ке, находящим широкие применения в различных прикладных областях. 
Система линейных уравнений в общем виде может быть записана следую­
щим образом:

<*11*1 +*12*2 + . . . + Л 11Л , =*1,
*2 1*1 + *2 2*2 + • • • +*2пХп (11)

ат 1*1 +*ш 2*2 + • • • +*ти*л = Ьт -

Здесь коэффициенты д/7 ( /  = 1,. . .  , т ;/ = 1 ,. ..  , п) перед переменными х, 
и свободные члены bj — вещественные числа. Системе (1.1) можно дать 
следующую содержательную интерпретацию (в предположении неотрица­
тельности переменных). Пусть из сырья и материалов разных видов изго­
тавливается п видов продукции, при этом индекс /  = 1, ..  . ,  т нумерует 
виды сырья и материалов, а индекс /=  1, . . . , п -  виды продукции. Пусть, 
далее, bj — объем имеющегося в наличии /-го ресурса, afi — объем расхода 
/-го ресурса на еданицу /-го вида продукции. Обозначим через x t объем 
производимого z-го продукта. Тогда левая часть, например, первого уравне­
ния в системе (1.1) будет давать расход 1-го ресурса, если продукция 
изготавливается в количествах Само же равенство фиксирует
баланс расхода ресурса с его наличием. Таков смысл каждого из равенств 
системы (1.1).

Если нет требований полного расходования ресурсов, то уравнения 
системы (1.1) можно заменить на неравенства

в ц * !  + . . . + <*,„*„ < Ь и

am i X i + . . .  + omnx n < b m , (1.2)

дг, >  0 , . . .  ,х„ > 0.
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В записи системы (1.2) в явном виде подчеркнуто требование того, чтобы 
объемы производимой продукции х ( по своему смыслу выражались неотри­
цательными числами. Если ввести обозначения х  = [jcj, . . . , дс„] т, яу- = 
= [aji, .  . . ,  aj n] , т.е. х  и ду есть л-мерные векторы из л-мерного векторного 
пространства Еп, а также ввести символ (ду , х)  скалярного произведения

п
векторовх  и Qj, определяемого равенством (ду, дг) = 2  Я/, * /, то систему

i = 1
(1.2) можно записать более кратко:

Ц , * )< £ / ,  / = 1 , . . . , / я ,  х > 0 .  (1.3)

Здесь запись х  >  0 означает x t > 0 ( /  = 1, . .  . ,  п ) .
Несколько слов о геометрическом смысле неравенств системы (1.3). 

Пусть л = 2 и /  = 1, тогда неравенство запишется в виде ах ХХ\ + ах 2х 2 <  Ь j . 
Геометрическое место точек х= [хь  х 2] т на снабженной системой коорди­
нат плоскости будет полуплоскостью Pi  (в предположении [ в ц , Д 1 2] =£0). 
Границей этой полуплоскости является прямая 77i, которая задается урав­
нением а\ iXi + ai2x 2 = b\ (рис. 1).

Если рассмотреть линейное неравенство с тремя переменными х \ , х 2 и х 3, 
то ему в трехмерном пространстве Е 3 будет отвечать полупространство, 
границей которого будет плоскость. В общем случае неравенству (Ду, х)  <  bj 
в пространстве Еп отвечает образ Р у , который также называется полупрост­
ранством (в предположении яу Ф 0 ), а уравнению (оу, х) -  bj отвечает гипер­
плоскость, являющаяся граничной для / у .  Множеству решений М  системы
(1.3) отвечает пересечение полупространств Ру, а также полупространств, 
задаваемых неравенствами x t > 0 (i = 1, . .  . , п) (рис. 2).

Множество всех неотрицательных векторов х  >  0 будем обозначать
m

через Е„ , так что М = ( П P j)  П е £ . Пересечение конечного числа по-
/ = 1

лупространств называется многогранником (выпуклым). Следовательно, 
множество решений любой конечной системы линейных неравенств яв­
ляется выпуклым многогранником.

Дадим еще одно определение. Вектор х  Е Еп называется допустимым 
для системы (1.3), если его координаты удовлетворяют всем ее неравенст­
вам (ограничениям). Следовательно, допустимый вектор х  для системы
(1.3) и ее решение — понятия эквивалентные.

Дадим системе (1.3) другую содержательную интерпретацию, связан­
ную с понятиями технологического способа и интенсивностью его исполь­
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зования. Образуем из векторов- строк f ly  = [лу , . . .  ,а/и] матрицу (прямо­
угольную таблицу чисел) 

а ]1 . . .  а 1и
А = 1

l m  1 • • • и тп

Эта матрица имеет п столбцов, которые мы обозначим через 
ht (/ = 1, . . . , п).  Столбец hi  будем рассматривать как модель /-го тех­
нологического способа, задаваемую расходом ингредиентов а ц ,  . . . , flw/ , 
приходящихся на единичную интенсивность использования этого способа. 
Мерой единичной интенсивности может быть определенный промежуток 
времени (сутки, месяц, квартал и т.д.). Подчеркнем, что здесь содержа­
тельный смысл технологического способа остается вне рамок модельного 
рассмотрения, важна лишь количественная его характеризация, описывае­
мая вектором используемых ингредиентов. Интенсивность использования 
/ -го технологического способа обозначим через х,-, интенсивность по смыс­
лу неотрицательна, т.е. х,- > 0 (i = 1, . . . , п ) . Если х  = [х\ , . . . , х п] г , то 
скалярное произведение (ду, х)  дает расход /-го ингредиента, а неравенст­
во (ay, х)  выражает ограничение на этот расход, т.е. расход/-го ин­
гредиента не может превосходить объем bj его наличия. Таким образом, 
ив  новой интерпретации переменных jcf- системы (1.2) (или (1.3), что одно 
и то же) неравенства выражают прежний смысл.

Запись системы линейных неравенств в виде (1.2) —это одна из стан­
дартных форм записи системы. В матричном виде эта запись выгля­
дит так :

А х < Ъ ,  х > 0 \  (1.4)

здесь Ъ = [Ьх, . . . , bm] Т \ символ < , связывающий два вектора, означает, 
что этим неравенством связаны соответствующие координаты этих век­
торов.

Другой стандартной формой для системы линейных неравенств являет­
ся такая:

Ах = Ь, х > 0 .  (1.5)
Ее можно переписать в эквивалентном виде:

А х < Ь ,
- А х < - Ь ,  х > 0 , 

что соответствует форме записи (1.4). С другой стороны, систему (1.4) 
можно переписать в виде

Ах +  [хп + x n +m] T = b,
[х,хп + 1, . . . ,  х п + т ] > 0,

что в свою очередь будет соответствовать форме записи (1.5), т.е. запись 
оперирует уравнениями с требованием неотрицательности на переменные. 
Конечно, при таких переходах число ограничений и число переменных 
меняется.
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Остановимся на более сложной интерпретации системы неравенств, 
записанной в виде

где Р = [p i , . . . , р п] , d T = [d\, . . .  9ds ] Е Es , т.е. матрица Р состоит из 
столбцов p i , . . . , рп, каждый из которых есть s -мерный вектор, d  — век­
тор свободных членов подсистемы (1.7).

В нижеследующей интерпретации системы (1.6), (1.7) подсистема
(1.6) содержательно будет пониматься так же, как и ранее, а именно: 

А -  технологическая матрица, Ъ — вектор ресурсов (в общем случае ин­
гредиентов) , х  — вектор интенсивностей использования технологических 
способов. В подсистему же (1.7) будем вкладывать следующий смысл. 
Пусть единичной интенсивности использования /-го технологического 
способа поставлен в соответствие не только вектор расхода ингредиен­
тов h / ,  но и вектор р,- производимой при этом продукции (/ = 1, . . . , п ) . 
Векторы-столбцы pt составляют матрицу Р. Произведение дает вектор 
производимой продукции, соответствующий вектору интенсивностей 
х  использования всех технологических способов (будем говорить -  соот­
ветствующий уровню производства х ) . Если под вектором d понимать 
плановое задание выпуска продукции, то и возникает подсистема (1.7) 
как выражение требования выполнения плана по выпуску продукции^ 
(с возможным перевыполнением).

Заметим, что система (1.6), (1.7) может быть несовместной. Содер­
жательно этому будет соответствовать ситуация, когда ресурсов для вы­
полнения плана d не хватает. Для получения совместности необходимо 
либо увеличить ресурсы, либо ослабить плановое задание (т.е. уменьшить 
компоненты вектора d ) .

Зафиксируем еще одну форму записи системы линейных ограничений, 
которой мы воспользуемся в дальнейшем:

Qx = Q>
х ( > 0 , / = 1 , . . . ,  / <« .

В этой системе зафиксированы неравенства <  и > ,  а также уравнения. 
Требование неотрицательности здесь распространяется только на часть 
переменных, а именно на Х\ , . . . , х г . Остальные переменные 
Xj +1, . . . , х п являются свободными, т.е. могут принимать любые значения 
(без ограничений на знак).

Приведем основные факты, относящиеся к теории конечных систем 
линейных неравенств над пространством Еп [6, 22].

Запишем систему в форме

А х < Ь ,  х > 0 ;  
Px>d ,

(1.6)
(1.7)

А х < Ь ,
Px>d , (1.8)

(1.9)
или

Ах  <6 , (1.10)
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В (1.9) нет в явном виде условия неотрицательности на вектор х  (т.е. 
если бы таковое и было, то неравенства — Х( <  0 можно было отнести в 
общий список неравенств).

Дадим определение.
Линейное соотношение в форме неравенства (в одном из смыслов 

< , < , > , > )  или уравнения называют следствием системы линейных соотно­
шений, если любое решение системы удовлетворяет указанному соотно­
шению.

Запишем отдельное неравенство

Применительно к неравенству (1.11) и системе (1.9) дадим определение 
неравенства-следствия 1-го и 2-го рода.

Неравенство (1.11) есть следствие 1-го рода системы (1.9), если при 
некотором в >  0 неравенство (с, х )  <  а — е сохраняет свойство быть 
следствием. В противном случае (1.11) -  неравенство-следствие 2-го 
рода.

На рис. 3,4 приводится геометрическая иллюстрация этих случаев.

Т е о р е м а  1.1. Если неравенство (1.11) есть следствие 2-го рода 
системы (1 .10 ),го

{х  | А х <Ь  } П [х  | (с, х) = а  } фф,

при этом а  = т а х  { (с, х) \ А х  <Ь } .
Т е о р е м а  1.2. Неравенство (1.11) есть следствие системы (1.10)

тогда и только тогда, когда при некоторых u j >  0 ( /  = 0,1, . . . ,  т) спра­
ведливо тождество по х

(*) — -  
(с, х ) - а =  (и, Ах  - Ь )  - и  о, (112)

где и т = [ iii, , и т ] .При этом если (1.11^ -  следствие 2-го ро­
да, то и о = 0; если 1 -го рода, то :сщиествуют и 0, и i , . .  . ,  u m та­

(с, х ) < а . (1.11)

1

Рис. 3 Р и с. 4



кие, что и о >  0. Кроме того, можно считать, что { Ду1 и у > 0 }  линей­
но независимы.

Т е о р е м а  1.3. Система (1.10) совместна тогда и только тогда, когда 
неравенство (Ь, и) >  0 есть следствие системы А Ги = 0 ,и  >  0. 

Сформулируем данную теорему в отрицательной форме.
Система (1.10) несовместна тогда и только тогда, когда система А ти = 0, 

и > 0, (Ь, и) < 0  совместна.
Т е о р е м а  1.4. Система строгих неравенств А х < Ъ  совместна тогда 

и только тогда, когда неравенство (Ъ, и) >  0 есть следствие системы
m

А ти = 0 , и > 0 ,  2  и, >  0.
/'= 1 '

Пусть г = г (4 ) >  0 — ранг матрицы коэффициентов А  системы нера­
венств (1.10).

Т е о р е м а  1.5. Система (1.10) совместна тогда и только тогда, когда 
совместны все ее подсистемы с числом неравенств г 1 </• + 1.

Пусть М  — многогранник, определяемый системой (1.10), при этом 
г = п. Тогда многогранник М  обладает по крайней мере одной вершиной. 
Вершину можно определить как точку из М, которая не может быть сере­
диной нетривиального отрезка, принадлежащего М.

Многогранник М  называется ограниченным, если он принадлежит не­
которому шару S  = { х  €  Еп I 11х -  р  II } , р Е  Еп, R  >  0. Норма в Еп 
определяется формулой

Их II = ( Z
I = 1

Система векторов { д; } 5” называется всесторонней, если для любого 
s G Еп, s Ф 0 существует индекс j '  такой, что (fly* , s) > 0 .

Т е о р е м а  1.6. Многогранник системы (1.9) ограничен тогда и толь­
ко тогда, когда система векторов { *у} 7* всесторонняя.

Т е о р е м а  1.7. Если {Pk ) k -  множество вершин ограниченного 
многогранника М, то

М= со {Pk } k := {  х =  2  ak Pk | <*k >0 ,  Z a*  = l } .
k k

Здесь со {Pk } k — символ выпуклой оболочки векторов { Pk } . 
Поставим системе (1.10) в соответствие однородную систему нера­

венств
Ах  < 0 .

Если г (А) = п, то существует система отличных от нуля векторов } t С 
СЛГ:={х1 Ах  <  0 } таких, что

К  ~  cone {  st }  t : = {  х = Z  \ t st l \ t > 0  (r = l , . . .  ) }  .
t

Множество К является конусом с вершиной в начале координат, т.е. таким 
множеством, которое с любой точкой х  содержит луч { Хх\ Л >  0 } , а

18



с любыми точками х и у  содержит отрезок х , у  := {ах  + (1 -а )д > 1 0 < а < 1 } ,

их соединяющий. Множество { s t } t называется системой образующих 
конуса К.

Т е о р е м а  1.8. Если г -п,то
M - с о  ( Р к ) к +сопе {$*}*. (1.13)

Здесь cone { sk }к -  символ конусной оболочки множества векторов

J к-
Представление многогранника М  в форме (1.13) называют парамет­

рическим представлением.
К системе линейных неравенств можно применить метод исключения 

неизвестных, подобный методу Гаусса для систем линейных урав­
нений [22] . Ограничительным обстоятельством при этом является то, 
что неравенство можно умножить только. на положительное число без 
изменения его смысла. Положим / у (х):= (д;- ,х )  — Ь- и рассмотрим
систему (1.9).

Будем исключать, например, переменную X i . Пусть

/ + : = { /  \ап  > 0 }  , / _ = {

/о ‘*={£ 10*i = 0} .

По системе (1.9) составим систему

V / ( * )  + W * )< 0 , « * ) <  0,
(1.14)

/ е / + , / е / _ ,  k e i 0 ,

подбирая числа / >  0 так, чтобы X;.f % + а{ х = 0  (т.е. \ j t -  -  aix /д;- 1). 
Система (1.14) уже не содержит переменной * 1 , т.е. Х;/ / у (х) + / / (х)  = 
= h f i (х2, . . . , х п) = : h j t ( y ) , у  = [х2, . . . , х п] . В новых обозначениях сис­
тему (1.14) можно переписать в виде

л#/0 0 < о ,  /* 0 0 < о ,  / е / + , / е / _ ,  * е / 0. (115)

Система (1.14) (или (1.15)) называется сверткой системы (1.9) по пе­
ременной Xi .

Т е о р е м а  1.9. Если х  = [х х, у  ] -  некоторое решение системы (1.9),
то у  -  решение системы (1.15).

Если у  -  решение системы (1.15), то его можно дополнить до решения
х  = Iх  ь  У ] системы (1.9).

Отсюда: экстремальные значения неисключенных переменных {т.е. 
максимальные и минимальные значения координат х 2, . . . , х„) в реше­
ниях систем (1.9) и (1.15) совпадают.

Изложенный метод к решению системы линейных неравенств может 
быть применен следующим образом. Исключая последовательно 
Хь . . . , х „ _ 1 , получим систему с одной переменной х п. Такие системы
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решаются тривиально (ниже это будет пряснено). Найдя х  п и подставляя 
в предыдущую систему, получим х п_ х, и т.д. В итоге получим решение 
[х 1 , . . . ,  х  „] системы (1.9).

Приведем представление всего множества решений системы линейных 
неравенств с одной переменной, пусть t такое, что

Все множество решений Т  рассматриваемой системы можно предста­
вить так:

т -  { гI / _ < / < 7 — o o j u { 7  | 7=^+°°}.

Очевидно, что 1 -  sup { f I (1.16)} , t_ -  inf { 1 1 (1.16)} .
Пусть система (1.9) произвольная, т.е. не обязательно совместная. 

Ее можно параметризовать, например, в форме

и поставить задачу отыскания всех тех значений tj , которые дают сов­
местность системы (1.17). Это можно осуществить путем свертывания 
системы (1.17) по переменным . . . , х п. В итоге получится система 
линейных неравенств с переменными t l9 . . . , t m , которая и будет зада­
вать многогранник векторов [t i , . . . , t m \ , обеспечивающих совместность 
системы (1.17). На множестве Т  можно ставить экстремальные задачи, 
например

dj > 0 ,  /  = 1 , . .  . ,m.
На (1.18) можно смотреть как на одну из постановок задачи аппрокси­
мации системы (1.9) в случае ее несовместности.

§ 2. Постановка задачи линейного программирования

В § 1 системе (1.2) была дана, в частности, экономическая интерпрета­
ция, в силу которой величинам х х >  0, ..., х п > 0 был придан смысл объемов 
производимой продукции. Если С( — цена реализации единицы /-й продук-

V ^ ' O ' ) ;
Будем полагать а ;. =£0 V;- . Пусть

(1.16)

( $  min ----- , З а ,->  0,
7  ={ °7> 0 “/

V a; <  0,

(1.17)

m
min { S  djt j  I [ / i , . . .  , t m] e  T ) , (1.18)
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[щи, то сумма С\Хi + ... +спх п будет выражать доход от реализации всей про­
дукции. Естественным образом возникает задача отыскания плана х  = 
= [x i ,..., х п]т > 0 выпуска продукции, который обеспечивал бы максимум 
дохода. Кратко эта задача запишется так:

шах {(с, х) | (а у, х ) <  ЬД/= 1 , т ) , х >  0 }, 

или
L: т ах { (с ,х ) | А х < Ь , х > 0  } (= .: /) ,  (2.1)

здесь с = [cj, ...,с„ \Т.
Наравне с задачей (2.1) запишем ее некоторую модифицикацию:
m ax{(c,x)| A x < b fх > х ° ) .  (2.2)

Вектор х ° >  0 может пониматься как нижний уровень производства 
продукции, т.е. если (х°)г  = [х?, ..., х ° ], т0 **го виДа продукции должно 
быть произведено не менее х ? : х,- >  х° (* = 1,..., п) .

В силу другой интерпретации системы (1.3), также данной в § 1, вели­
чины x t >  0 рассматривались как интенсивности использования технологи­
ческих способов, заданных столбцами р,- матрицы А коэффициентов систе­
мы; при этом элемент ац вектора р/ — это расход /-го инградиента при 
’’единичном” использовании /-го технологического способа.

Пусть теперь с/ — трудовые затраты (в нормо-часах, в ценах найма рабо­
чей силы и т.д .), связанные с применением /-го технологического способа

п
с единичной интенсивностью, т.е. сх / = 1 . Тогда величина 2  с,Х/дает сум-

/=1
марные трудовые затраты, которые требуются для использования техноло­
гических способов с интенсивностями х х > х ? , ...,хя >  х ° . Возникает зада-

п
ча:найти минимум трудовых затрат 2  С/Х/ при ограничениях в форме не-

/=1
равенств

m in{(c,x)| A x < b , х > х 0}. (2.3)

В развернутом виде эта задача запишется так:
п п

mi n{ 2  С/Х/1 2  ду/Х/ <  Ь  (J = 1,..., т), х > х ° ) .  
i=i i=i

Компилируя интерпретацию критерия (с, х) как трудовые затраты с 
интерпретацией системы (1.6), (1.7), получим модель

m in{(c,x)| Лх<&,  P x > d , х > 0 ) .  (2.4)

Содержательно она может быть прочитана следующим образом: обеспечить 
плановое задание производства продукции d в рамках вектора ресурсов Ъ 
при минимальных трудовых затратах.

Целевую функцию (с, х) в (2.4) можно трактовать и как энергетичес­
кие затраты, в этом случае ct — величина энергозатрат на единичную ин­
тенсивность использования /-го технологического способа.

Задачи (2.1) —(2.4) — суть задачи линейного программирования. Вообще 
под задачей линейного программирования понимается задача максимиза­
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ции или минимизации линейной функции при линейных ограничениях 
в форме неравенств и уравнений.

Введем некоторые определения, отнесенные к задаче (2.1). Вектор х ,  
удовлетворяющий ограничениям задачи (2.1), т.е. неравенствам А х  <  Ь9 
х  >  0 (в развернутом виде — неравенствам (1.2)), называется допустимым. 
Множество всех допустимых векторов называется допустимым множест­
вом. Следовательно, допустимое множество задачи (2.1) — э т о { х | Л х < 6 ,  
X >  0). Максимальное (в задаче на минимум -  минимальное) значение 
функции (с,ос) в задаче (2.1) называется оптимальным значением, а оп­
тимизируемая функция (с, jc) критериальной (или целевой) функцией. 
Допустимый вектор 5 , который доставляет критериальной функции мини­
мальное значение (максимум — в задачах максимизации), называется 
оптимальным вектором (оптимальным планом, если вектор х  интерпрети­
руется как план) ; множество всех оптимальных векторов — оптимальным 
множеством с обозначением ArgL (или Arg(2.1)).

Для допустимого множества мы обычно будем употреблять символ Л/, 
для оптимального множества — символ Л/, т.е. М  = ArgL.

Отметим некоторые свойства задачи линейного программирования (ЛП). 
Мы записали в (2.1) операцию шах вместо sup, имея в виду то обстоятель­
ство, что при М  Ф ф и /  <  +°° найдется х ЕМ , при котором (с, х )  = / ,  т.е. 
значение /  достигается при некотором х  Е М. Это вытекает из теоре­
мы 1.1. По смыслу неравенства-следствия можно сформулировать

У т в е р ж д е н и е .  Задача (2.1) разрешима тогда и только тогда, ког­
да МФ фи при некотором а неравенство (с, jc) <  а есть следствие ее системы 
ограничений, т.е. системы неравенств Ах  <  Ь, х  >  0.

Основным методом решения разрешимых задач ЛП является симплекс- 
метод, геометрический смысл которого состоит в последовательном построе­
нии (вычислении) вершин многогранника ограничений, начиная с некоторой 
начальной, при монотонном возрастании (убывании) целевой функции, 
вычисляемой в точках этой последовательности. Метод излагается в боль­
шом числе книг и учебных пособий [3, 13, 15], он хорошо обеспечен прог­
раммно [16,17].

Заметим, что метод исключения, изложенный в § 1, также можно ис­
пользовать для решения задач ЛП.-А именно, перепишем задачу (2.1) в 
эквивалентной форме:

найти шах г при ограничениях
- ( с ,х )  + / < 0 ,

А х < Ь ,  (2.5)
- х  <  0.

Если эту систему свернуть последовательно по x l9 ..., х п , получив неко­
торую систему вида (1.16), то по теореме (1.9)

max{(c,Jc)| A x < b , х > 0 )  = m ax{r| (1.16)}.

• f t  пПравая часть этого соотношения равна t = mi n— . Вектор х ,  на котором
ot j>0 0Lj

достигается t , отыскивается по способу, указанному при изложении мето­
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да исключения неизвестных. Конечно, этот метод для больших задач ЛП 
не годится, так как в результате последовательного исключения число 
неравенств, вообще говоря, растет и заранее нельзя рассчитать необходимое 
поле памяти ЭВМ для хранения матриц коэффициентов возникающих сис­
тем. Но у него имеются и достоинства. Этот метод является сильным сред­
ством теоретических исследований систем неравенств и линейных оптими­
зационных задач [22]. Он позволяет работать с противоречивыми (несов­
местными) системами линейных неравенств. Пусть, например, система 
ограничений в задаче (2.1) несовместна. Поставим задачу ее аппроксимации 
в форме

min max [(я/,х) - b . \  (=: Г > 0 ) .  (2.6)
х > о  /

Эта постановка эквивалентна задаче ЛП
min{f | (д/,х) -  bj<:t (j = 1,..., т ), х > 0).

Если систему ее ограничений свернуть по х, получив систему вида (1.16), 
т.е. CLjt <  (5j(j), то (см. § 1)

при этом восстанавливается и тот вектор х , на котором достигается t 
в (2.6) (г называется чебышевским уклонением  несовместной системы 
Ах <  b на Е„).

Сделаем еще одно полезное замечание относительно метода исключения 
неизвестных. Он годится и для нелинейных систем неравенств. Необходимо 
лишь, чтобы исключаемые переменные входили в систему линейно (иногда 
возникает необходимость лишь частичного исключения).

§ 3. Двойственность в линейном программировании

В рамках интерпретации модели (задачи) (2.1) зафиксированы цены на 
продукцию, но используемые ингредиенты (ресурсы) bj никаких оценок 
не имеют. Однако последним можно поставить в соответствие систему 
оценок й i >  0, й т >  0, характеризующих меру эффективности исполь­
зования этих ингредиентов. Под этим будем понимать следующее. Пусть
/(& !, ..., Ьт) — функция оптимума (максимума) задачи (2.1), т.е. значе­
ние максимума функции (с, л:) в зависимости от вектора ингредиен­
тов bT = [b i, bm }. Если /-й ингредиент увеличить на единицу, то значе­
ние оптимума будет равно f  ( bl 9 bj + 1,..., bm) . Разность

и характеризует меру (оценку) эффективности /-го ингредиента. Важно 
уметь вычислить эти оценки. Вопросы их эффективной вычислимости 
решаются в рамках теории двойственности в линейном программировании, 
к рассмотрению которой мы и приступим.

В математике идея сопряжения объекта исследования с неким парал­
лельным (дуальным, двойственным, сопряженным) объектам, выступа­
ющим в качестве дополнения к исходному и несущим существенную

t

f  (Ьг, bj + 1,..., bm) - f ( b l 9 b j , ..., bm) (3.1)

23



информацию о нем, является фундаментальной. Она проявляется, по су- 
ществу, во всех разделах математики.

Итак, задаче линейного программирования (2.1) поставим в соответст­
вие задачу ЛП

min{(b,w) |  (hh u)>Ci  ( /= 1 ,.. . ,« ) ,  и >  0 ), 

или в матричной записи
L*: min{(b, и)\ А ти >  с, и >  0}. (3.2)

Эта задача называется двойственной (или сопряженной) к L.
Введем некоторые обозначения: М  -  допустимое множество задачи (2.1),

т.е. М ={х | А х  <  Ь, х >  0); М -  оптимальное множество этой задачи; М* -
допустимое множество задачи L* (т.е. задачи (3 .2)); М* — ее оптимальное 
множество.

Оптимальное значение критериальной функции (с, х )  в задаче (2.1) 
можно рассматривать как функцию вектора ресурсов Ь. Обозначим эту 
функцию через /  (Ь) . При некоторых условиях (например, единственности
оптимального вектора в задаче L*) ф у н к ц и я /(b) обладает частными про­
изводными по bj \

V > )  _ + ) - / ( * )--------  = lim ---------------------------------- :-----------.
bbj Abj-+ о Abj

~т \ * П Ъ )  э / > ) 1
Оказывается, что вектор и = -------- , --------- как раз является

L 36i ъът J
~ 9/  (ь)оптимальным вектором задачи L*, а его координаты w7 = -------  (/=  1,...

Э bj
т)  дают меру (оценку) эффективности ресурсов bj (j' = 1 , т) , о чем 

говорилось в начале параграфа.
Оценки Uj называются еще двойственными оптимальными оценками 

(или просто двойственными оценками), отвечающими ограничениям за­
дачи (я/, х)  <  bj 0 = •••> m ) [12]. Хотя оценка Uj характеризует меру 
эффективности /-го ресурса, она выражает и меру напряженности ограни­
чения (ajj х)  <  bj в системе всех ограничений задачи. Вот почему оценку Му 
соотносят к соответствующему (т.е./-му) ограничению.

Если величина Ab, = 1 является достаточно малой по сравнению с вели-

чиной bj, то равенство и j = ---------приближенно можно записать в форме
bbj

f { b x,.. . t bj + 1 ,..., ьт) ъ  ? ( ь 1г. . . ,ьт) + и/, (3 .3 )

где ^  есть знак приближенного равенства. Данное соотношение и выражает 
смысл разности (3.1).

Вывод: оценки эффективности ресурсов Ь,- определяются из решения 
задачи L *, двойственной к L,  т.е. если и Т = [ult  ..., u m] -  оптимальный 
вектор задачи L*, то Uj — мера эффективности у-го ресурса (j -  1, m).
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Соотношениям

bbj
Sj, / = 1 , m, (3.4)

можно придать более общий вид, а именно: если s = [sj ,  sm] -  любое 
направление (вектор) в пространстве Ет , то

b f ( b )  „
 —  =  2 sjuj = (s,u)\  (3.5)
bs /= i

8 / ( «где --------  — производная по направлению s, определяемая соотношением
. bs

Э / ( Ь )  f ( b  + t s ) - f ( b )--------= lim -----------------------.
b s  t —►+о f

Соотношения (3.4) получаются из (3.5), если в качестве s брать векторы 
ej = [0, ..., 1, 0, ..., 0]; здесь на /*-м месте вектора е;- стоит единица* на ос­
тальных — нули.

Из (3.5) можно вывести приближенное равенство

f { b x + АЪх,..., Ът + АЪт) ~  f { b , , Ът) + 2 u ,A b h (3.6)
/= 1

где Abj  — приращения ингредиентов bj  (некоторые приращения могут 
быть и отрицательными). Соотношение (3.3) получается из (3.6), если по­
ложить Abj = 1, Abf = 0 для i Ф /.

Формула (3.5) допускает обобщение на случай неоднозначной разреши­
мости задачи (3.2), двойственной к (2.1) :

b f ( b )
 — = min (s,w),
° S uGM*

г д е М* = Arg (3.2).
Функцию оптимума задачи (2.1) можно рассматривать и как функ­

цию g(c) от вектора цен сТ = [сi , ..., сп] . В предположении единственности 
оптимального вектора х 7̂ = [xlf  ..., х п] этой задачи можно привести ана­
логи формулам (3.3) —(3.6):

g(Ci , ..., С{ + 1, ..>, сп) «  g(Ci ,..., сп) + х h

bg(c) _ ~ tX f.y I 1, ..., /2,
bct
dg(c)

g(ct + A c i ,..., cn + Acn) «  g (c \ ,..., c„) + 2 XgAci.
i=i

Запись задачи L является одной из стандартных. Это означает, что любую 
задачу линейного программирования можно привести к такой форме.
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Отсюда следует, что если правило формирования задачи L* по задаче L 
назвать ( * ) -правилом, то его (это правило) можно применить к задаче 
линейного программирования, записанной в произвольной форме. Форми­
рование двойственной задачи в общем случае изобразим схематически:

Сделаем пояснения символики данной схемы: — множество номеров 
неравенств со смыслом <, -  со смыслом >  и т.д. Некоторые из этих 
множеств могут быть пустыми, т.е. если например, =* 0, то неравенств 
со смыслом >  в системе ограничений нет. В схеме предусмотрены случаи, 
когда часть переменных неотрицательны, часть неположительны, часть 
свободны. Схемой можно пользоваться как слева направо (-*), так и 
справа налево (<-), т.е. если имеем задачу линейного программирования 
на max, то схема используется слева направо, если же на min, то справа 
налево.

Если для произвольной задачи ЛП ввести понятие идентификатора 
в форме

то универсальная схема перехода к двойственной задаче может быть изо­
бражена подстановками

Символы t  и I означают, что целевая функция в задаче максимизирует­
ся или минимизируется соответственно.

Имеет место свойство взаимности :

т.е. двойственная задача к двойственной совпадает с исходной. Оно спра­
ведливо для любой задачи линейного программирования.

Правило (* ) порождает следующие пары взаимно двойственных задач:

m a x (c , jc) min(6, и)
при ограничениях 
{ah x ) < b f  ( / € /< ) ,
(Cj ,x)>bj  ( j €J>) ,
{ah x)  = bj O'е л о ,

(*)

при ограничениях 
(А ,,ы )< с, ( /€ /< ) ,
(h(, u ) > c t ( /€ /> ) ,
( f y , и) = ci ( /€ /= ),

х,-> 0  ( /€ /> ) , u ,>  О < /£ /< ),
х , < 0  ( /€ /< ) ,

X( свободные (iE /= ). Uj свободные ( / £ / =) .

( t , b , , «/=, /< , , /= )»

(
(

(3.7)

здесь и E Em, v £  En . Если бы в было условие jc> 0  , то в двойственной 
задаче следовало писать А ти -  v > с.
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Далее имеем: 

L i : min(c, дс) 
А х  < b, х > 0  

L 3 : min(c,Jf)

P x > d ,  
х > 0  

i 4 : шах (с, х) 
А х  <Ь,  
P x > d ,
Qx = q, 

х > 0  

L s : m in(c,x) 
Ах  = b, 

х > 0

( . )

(•)

(•>

( • )

L \ : тах(Ь , и)
А ти < с ,  и <  0;

L |:  max [- (* , u) + (d, ы)] 
- Л тм + />ги < с , 

и > 0 , 

v > 0 ;

L I : min [(6, и) -  (</, и) + fa, г)]

ы >  0 ,

у >  О,

г — свободный вектор;

L s : т а х(Ь,и)
А ти <  с,
и -  свободный вектор.

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Приведенные здесь пары двойственных задач{ L i9L * }  (/ = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  
полезны для читателя в том смысле, что так как их форма является наибо­
лее распространенной в приложениях, то используя эти модели (а также 
соответствующее программное обеспечение), при решении практической 
задачи можно воспользоваться выписанными переходами к двойственной 
задаче с целью уяснения ее структуры и практического использования двой­
ственных оценок. Пакеты прикладных программ, решающие задачи линейно­
го программирования, как правило, выдают на печать большую информацию
о задаче: это не только оптимальный план, но и двойственные оценки, 
интервалы устойчивости ингредиентов (т.е. интервалы изменения ингре­
диентов без изменения двойственных оценок) и др.

Пусть L — произвольная задача линейного программирования на мак­
симум (m ax), М  -  ее допустимое множество,М* — допустимое множество 
двойственной к ней задачи L *. Если (<с,х) и (Ь,и) — оптимизируемые 
функции этих задач (их критериальные функции), то справедлива

Т е о р е м а  3.1. Имеет место неравенство
(<с, х ) <  (Ь, и) 

для всех х  М, и €Е М*.
З а м е ч а н и е .  Если задача L на минимум, то теорема 3.1 справедлива с 

неравенством >  .
Сформулируем основную теорему теории двойственности в линейном 

программировании.
Т е о р е м а  3.2. Если произвольная задача линейного программирова­

ния L разрешима, то двойственная к  ней задача L * также разрешима; при 
этом их оптимальные значения совпадают.
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В силу свойства взаимности правила (*) имеет место и обратное 
У т в е р ж д е н и е .  Если задача L * разрешима, то разрешима и задача L ; 

при этом их оптимальные значения совпадают.
Сформулируем для задачи/, в форме (2.1) задачу (<симметрическую) S : 
Найти хотя бы одно решение системы неравенств

х > 0 ;  А ти > с ,  и >  0;
( с ,х )  ( 3 1 2 )

Из теорем 3.1 и 3.2 вытекает
Т е о р е м а  3.3. Если х  -  оптимальный вектор задачи Ь ,Ъ  -  оптималь­

ный вектор задачи L *, то вектор [ jc , 2] является некоторым решением сис­
темы (3.12). Обратно: если [5с, й] -  некоторое решение системы (3.12), 
то х  -  оптимальный вектор задачи L , а й -  задачи L *.

Таким образом, решение оптимизационных задач линейного программи­
рования L и L* сводится к нахождению хотя бы одного решения некоторой 
системы линейных неравенств, а именно системы (3.12). Этот факт имеет 
принципиальное значение. Он позволяет любой метод решения системы ли­
нейных неравенств использовать для решения задач линейного программи­
рования или положить в основу поиска эффективных методов решения.

Все приведенные теоремы с доказательствами можно найти в учебном 
пособии [6].

Приведем некоторые дополнительные сведения о двойственности в ЛП. 
Теоремы 3.1 и 3.2 позволяют сформулировать
У т в е р ж д е н и е .  Задача линейного программирования разрешима 

тогда и только тогда, когда системы ее ограничений и ограничений двойст­
венной задачи совместны, т.е. МФф, М*  Фф.

Сформулируем условия оптимальности для допустимых векторов х  £  М  
им Е М * .

Т е о р е м а  3.4. Допустимые векторы х  и и для L и Z, * (т.е, для (2.1) и
(3.2)) оптимальны для них тогда и только тогда, когда выполняются 
соотношения

( й , А х  -  Ь) = 0, (х,  А ТП -  с) = 0.
В силу й  >  0, А х  -  Ъ < 0 , х > 0 у А тй  — с >  0 эти соотношения могут 

быть переписаны в эквивалентном виде:
Uj[(ah x ) - b j )  = 0 , / = 1 , . . .  ,aw,
x i [(hi iu ) - c i\ =0 , i = l , . . . ,  л,

или
Uj >  0 => {ah  х )  = bh  (aj , x)  < bf => Uj = 0; (3.13)
Xf  >  0 =► (A,, й ) = с/, Qii ,U)> Ci =>Xi  = 0. (3.14)
Помня интерпретацию задачи L и оптимальных двойственных оценок 

uj > 0  ( /  = 1 , . . . ,  m ) , соотношения (3.13) и (3.14) можно на содержатель­
ном языке прочитать следующим образом.

Если оптимальная оценка и j /-го ресурса положительна, то этот ресурс в 
соответствии с планом х  используется полностью; если этот ресурс исполь­
зуется не полностью, то его оптимальная оценка равна нулю.
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Если в соответствии с оптимальным планом х  продукция /-го вида про­
изводится (Зс ,• >  0 ), то это производство неубыточно (цена единицы про­
дукции /-го вида равна затратам на ее производство в оценках йу) ; если 
производство /-й продукции убыточно в оценках йу, т.е. (А,-,м) >с,-, то 
эта продукция не производится (Зс/ = 0).

Коснемся вопросов устойчивости задачи L.  Пусть f  (с, Ь, А )  — ее функ­
ция оптимума как функция от s = [с ,Ь,А]€:Еп+т+пт — информацион­
ного вектора задачи L.  Если s 0 = [с°> £0»Л0] — некоторая его реализация 
и значение /  (s0) определено, т.е. Задача

шах { (с0 , х) | А 0х < Ь °  , х >  0} (3.15)

разрешима, то она называется устойчивой по s в точке s0 (по с в точке с 0 , 
по b в Ь°, по А  в А 0) , когда f  (s) непрерывна по s в точке s0 (по с в точке 
с 0, по Ъ в £°, по А  в Л 0).

Т е о р е м а  3.5. 1 .Задача (3.15) устойчива по s тогда и только тогда, 
когда ее оптимальное множество непусто и ограничено, а система ограни­

чений устойчива, т.е. при некотором р >  0: А р <  Ъ.
2. Задача устойчива по с {по Ь) тогда и только тогда, когда множество 

Arg L непусто и ограничено (Arg L Ф фи k r gL  * ограничено).
Доказательство теоремы об устойчивости не является сложным и опи­

рается на такие простые свойства систем линейных неравенств и задач ЛП:
1) Если произвольная система линейных неравенств А х < Ь  устойчи­

ва (Эр | А р <  Ъ) , то при малых вариациях элементов вектора Ъ и матрицы 
А это свойство системы не нарушается.

2) Если многогранник системы ограничен, то малые вариации инфор­
мационного вектора [Ь,А] не нарушают свойства его ограниченности 
(iпри непустоте).

Это следует из того, что свойство всесторонности системы векторов 
{fly}J” как условия ограниченности многогранника ее решений (см. § 1) 
является инвариантом при малых вариациях векторов {ду} J” .

3) Если множество Arg L непусто и ограничено, то

Argmaх{(с€,х) | Л х x > 0 } C  ArgL

при достаточно малых € > 0 ,  где II с - с € 11< е. Следовательно, при малых 
вариациях вектора с сохраняется свойство разрешимости задачи и огра­
ниченности ее оптимального множества.

Приведем более общую формулу для маргинальных значений задачи
(2.1), т.е. формулу производной ее функции оптимума / ( s ) ,  по направле­
нию l E E n m +n+mt где s — [с, А, Ь \ .

Т е о р е м а  3.6. Пусть задача ЛП  му оптимальному вектору

L : max{(c,Jt) | Л * < 6 ,  х > 0 )  

и двойственная к  ней
L* : min {(b, и) \ А ти > с ,  и >  0} 

разрешимы и имеют по единственному оптимальному вектору х  и и соот­
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ветственно. Если I = [ct ,Ai ,  bt ], то справедливо соотношение

9/(s) -
- j ^ - = ( c h x )  + ( u , b , - A j x ) .  (3.16)

Частными случаями (3.16) являются

V  .. Э /  _  Э /  „  ,,,,4
——  = М/) — —  = *,, -------= - u , x h (3.17)
obj oet oaji

/=  1 , . . .  ,m;  i ' = l , . . .  ,n.
Если M  =Arg L и M*  = Arg L * непусты и ограничены, то обобщением 

(3.16) является формула

Э / (s)
-------  = max min [(с/,дс) + (и,Ь/ —А ^ х ) \ . (3.18)
Э/ х<ЕМ у е м *

Формулы (3.17) для случая неоднозначности оптимальных векторов х  
и и запишутся в виде

Э /

bbj
= min { (ef, и) | и &М*} (= : aj),

ЪУ—  = max {(et, дс) | дс Е М )(= : /3,),
ОС/

Э /
Г-----=-e/ft, 1 = 1 , . . . , л,
Odji

где е /=  [ 0 , . . .  , 0 , 1 , 0 , . . .  ,0] €£•„,, е ,=  [ 0 , . . .  , 0 , 1 , 0 , . . .  ,0] е Е п.

§ 4. Игровой подход к двойственности

В прикладной математике имеется важное научное направление — тео­
рия игр, изучающая математические модели конфликтных ситуаций. Выде­
лим частный класс игр, а именно класс игр двух лиц (сторон), именуемых 
игроками, интересы которых противоположны. Опишем кратко такие 
игры.

Пусть каждый из игроков располагает некоторым множеством согла­
сованных с правилами игры способов поведения, отнесенных к однора­
зовой реализации игры. Эти способы поведения называются стратегиями. 
Будем исходить из того, что стратегии игроков задаются векторами х Е  
Е М С Е п и у  Е N C  Ет соответственно; здесь М  — множество всех стра­
тегий первого игрока, N  — множество всех стратегий второго игрока. В 
определении игры постулируется, что если игроки независимо друг от 
друга выбирают стратегии х  и у,  то этим однозначно определяется скаляр­
ная величина F ( x , y )  {платежная функция) , интерпретируемая как плата 
первому игроку вторым. Если при каких-то х  и у  величина F { x , y ) отри­
цательна, то это означает, что в количестве - F { x fy)  первый игрок платит 
второму.
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Играющими сторонами могут быты человек и человек (игра в шахма­
ты) , человек и природа, человек и механизм (человек и шахматная прог­
рамма на ЭВМ), производство и рынок и тд . Выбор стратегии игроком 
может носить активный или пассивный характер, детерминированный или 
случайный, сознательный или стихийный (в примере человек и природа).

В основу решающего правила игры могут быть положены разные прин­
ципы; наиболее часто используемый именуется принципом гарантирован­
ного результата. К нему можно прийти на основе следующего рассужде­
ния.

Если первый игрок зафиксирует свою стратегию х , то он может себе 
гарантировать выигрыш в размере

min F(xs и) = :/(*).
ut =N

Но так как выбор стратегии х  в руках первого игрока, то он может себе 
обеспечить выигрыш

max f {x)  = max min F(x,  и) (=: F x). (4.1)
.тем  a'<eaj mgtv

Аналогичные рассуждения со стороны второго игрока (сего функцией 
выигрыша - F  {jc, м)) приводят к операции

min max F(x, и) (=: F2 ). (4.2)
u€=N x € z M

Если существуют стратегии х  G М  им Е N  такие, что
F ( x , u )  = F l =F2 (=:F0), (4.3)

то они называются оптимальными (или равновесными) стратегиями, a F 0 -  
ценой игры.

Заметим, что анализ игры на основе принципа гарантированного ре­
зультата соответствует безазартному, осторожному подходу, нацеленному 
на обеспечение пусть минимального, но гарантированного выигрыша.

Приведем конкретный пример игры, а именно матричной игры. Пусть 
задана произвольная матрица

а \\  й\п

Г =

a m 1 а т п

столбцы и строки которой пронумерованы индексами / = 1, . .  . ,и и / = 
= 1 соответственно. Одноразовая реализация игры состоит в том,
что если первый игрок выбирает /-ю строку, а второй -  /-й столбец мат­
рицы Г (выбор производится независимо друг от друга), то число яу/, 
стоящее на пересечении у -й строки и /'-го столбца, является платой первому 
игроку вторым (в силу этого матрица Г называется платежной). Описан­
ная ситуация соответствует тому, что игроки располагают конечным чис­
лом стратегий: первый располагает m стратегиями, а второй -  п страте­
гиями. Если содержательный смысл стратегий не уточняется, то их можно
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отождествить просто с номером, присвоенным соответствующей стратегии. 
В этом случае платежная функция имеет вид F ( j , i )  =ац.  Матрица Г и 
функция F ( j , i ) однозначно друг друга определяют. В рассматриваемом 
примере понятия стратегий можно обобщить до понятия смешанных стра­
тегий

m
х т = [ * , , . . .  ,хт] >0,  2 Xj = \, (4.4)

Mr =[Mi ....... ип) > 0 ,  2 м,= 1, (4.5)
1=1

интерпретируемых следующим образом: Xj — вероятность выбора первым 
игроком у-й стратегии (чистой стратегии), щ — вероятность выбора вто­
рым игроком /-й стратегии (чистой стратегии). В предположении незави­
симости случайного выбора игроками чистых стратегий математическое 
ожидание выигрыша для первого игрока будет равно

т ,п
F(x, и) = 2  ajf Xj щ.  (4.6)

/= i , i =i
Пусть М  и N  -  множества смешанных стратегий первого и второго игро­
ков, т.е. множества, задаваемые соотношениями (4.4) и (4.5) соответ­
ственно. Задачи (4.1) и (4.2) на классах смешанных стратегий при пла­
тежной функции (4.6) разрешимы на некоторой паре стратегий х  и м, 
при этом выполняется (4.3), т.е. х  и й  будут оптимальными смешанными 
стратегиями. Интересно отметить, что задачи (4.1) и (4.2), поставленные 
в соответствие матричной игре в смешанных стратегиях, эквивалентны 
следующей паре взаимно двойственных задач линейного программиро­
вания:

т
max{*m + 1 | 2  an x j> x m +,,

/= i

т
X j > 0  2 * , -=1} ,

/=1

П

min { u„+] | 2  an u j> u n+1,
i= 1

щ > 0 (/ = 1 , . . . ,  л), 2  ug = 1}.
1=1

Эквивалентность понимается в том смысле, что если [3c,3cw + 1] -  опти­
мальный вектор первой задачи, [и,  w„+1] -  оптимальный вектор второй 
задачи, то х  — оптимальная смешанная стратегия первого игрока, й  — 
второго игрока, при этом х т + 1 = йп+\ -  цена игры. Обратно, если х  и 
й  — оптимальные стратегии первого и второго игроков, F 0 — цена игры, 
то векторы [х , х т + 1] и [w, й п+\] при x m + i = ми+1 = F 0 являются опти­
мальными для выписанной пары задач линейного программирования.
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Приведенных сведений об игроках двух лиц с противоположными ин­
тересами нам достаточно, чтобы перейти к вопросу, означенному в загла­
вии параграфа.

Наравне с Производством, формализуемым, например, моделью (2.1), 
т.е.

L : шах {(с, х) \ А х < Ь ,  х > 0 } 9 (4.7)
рассмотрим Рынок, который выполняет функции реализации продукции 
производства, реализации излишек тех или иных ресурсов и закупок не­
достающих ресурсов, при этом продажа продукции осуществляется по 
фиксированным ценам с* (/ = 1 , . . . ,  п ) ,  а продажа и закупка ресурсов — 
по ценам Рынка м;- ( /  = 1 , . . . ,  т ) , устанавливающимся на основе конку­
рентного взаимодействия двух сторон — Производства и Рынка. Эти 
взаимодействующие стороны будем рассматривать в роли двух игроков 
(Производство — первый игрок, Рынок — второй игрок) со стратегиями
х Т = [хх , . . . ,  х п] > 0 и иг  = [u i, . . . ,  um ] > 0 .  В качестве же платежной 
функции будет выступать функция Лагранжа

m
L(x,  и) = (с, х ) -  2  и/ [(в/, х)  -  bj] ,

/= 1

поставленная в соответствие задаче (4.7). Она выражает, как легко ус­
мотреть из вида этой функции, итоговый доход производства от реализации 
продукции, продажи излишек и закупки недостающих ресурсов. Функция 
дохода производства L(x, и) -  это в то же время и функция издержек 
рынка.

Если отыскание оптимальных стратегий Производства и Рынка подчи­
нить принципу гарантированного результата, то мы придем к двум задачам:

max min L(x, и )(= : /), (4.8)
х  > О и > О

min max L(x,  и) (=:  1* ) . (4.9)
и >  о  х  > о

Сразу же отметим, что / = / *. Если вектор [х, й] >  0 реализует опера­
ции максимина и минимакса в (4.8) и (4.9), то по принятой терминологии: 
х  -  оптимальная стратегия Производства, й  — оптимальная стратегия Рын­
ка. Еще говорят, что [х, й] осуществляет состояние равновесия в системе 
Производство — Рынок, вектор [х, й] называют равновесным, й  -  равно­
весным вектором цен (на ресурсы).

Покажем, что задачи (4.8) и (4.9) эквивалентны задачам линейного 
программирования L , т.е. задаче (4.7), и задаче

L*: min {(£, и) \ А ти > с , и >  0} (4.10)
соответственно. Задача (4.10) — это двойственная к L .

Докажем вначале эквивалентность задачи L задаче (4.8). Рассмотрим 
внутреннюю операцию в задаче (4.8), т.е. min L(x,  и ) . Имеем

и > о

(с, х) ,  если А х < Ь ;
min L(х,  и) = min [(с, х) — (и, А х  -  £)] = 
и > о и >  о I — °°, если Ах  ^  Ь.
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Отсюда и следует
max min L( jc, и) = max {(с, jc) | А х  < 6 } ;
х > О и > 0  х > 0

при этом если вектор [х, й] >  0 такой, что L{x,  й) = /, то х  оптимален 
для L , и обратно: если х  оптимален для L , то существует й  >  0 такой, 
что L(x, и) = I.

Докажем эквивалентность задачи (4.9) задаче L . Преобразуем вначале 
функцию Лагранжа

L(x, и) = (с, х) -  (и, А х  -  Ь) = (Ь, и) + (с, х) -  (Ах, и) =
= (Ь, и) -  (А ти -  с , х) .
Рассмотрим внутреннюю операцию в задаче (4.9), т.е. maxL(jc, и).

х>  о
Имеем

max L(x, и) = max {(b, и) — (А ти -  с, jc)} = 
х > 0  х > 0

{ (Ъ, и ) 9 если А ти > с ,
+ °°, если А ти ^ с .

Отсюда и следует

min maxL(jc, и) = min {(b, м)| А ти > с } у
и > О х > О и > О

при этом'если вектор [jc, й] >  0 такой, что И х ,  и)  = / *, то й оптимален 
для L*, и обратно: если й  оптимален для L *, то существует х  >  0 такой, 
что L(x,  и) = Г .

В силу доказанных эквивалентностей L ~  (4.8) и L* (4.9) и теоремы 
двойственности в линейном программировании как раз и следует отмечен­
ное ранее равенство 1 = 1*, т.е.

• max min L(x,  и) = min max L(x,  и).
x  > О и >  О и > 0  х  > 0

Подведем итог: к двойственной задаче линейного программирования/,* 
можно прийти на основе построения задачи (4.9) в рамках игровой модели 
Производство -  Рынок, при этом (4.9) выступает как задача построения 
равновесных цен Рынка.

Такой подход к двойственности можно отнести к произвольной задаче 
математического программирования (МП), т.е. задаче [6]

шах{ / 0(лг) | f f (x)  <  0 (/ = 1 х >  0} (=: / ) ,  (4.11)

где { f s(x)}o -  произвольные функции, заданные на Е„. Пусть F(x, и) =
т

= /o(jc) -  2  Ujfj(jc) -  функция Лагранжа для (4.11). Точно так же, как 
/ =1

и в линейном случае, доказывается эквивалентность 
max min F(x, и) ~  (4.11).
х > О и > О
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Тогда двойственную к (4.11) естественно определить как
min max F(x, и) (=: f *  ) .  (4.12)
и > о  х > 0

Функция / ( х )  назьшается выпуклой, если
f ( a х  + (1 -  а)у ) <  a f(x ) + (1 -  а ) /(у )
V x ,y G E „ ,  V a € 0 , l .

Функция f ( x )  вогнута по определению, если -  f ( x ) выпукла. Строгая вы- 
пуклость {строгая вогнутость) функции / (дс) в точке р означает, что в 
некоторой окрестности точки р  соответствующее неравенство выполняется 
строго, т.е. <  ( >  для строгой вогнутости).

Если (4.11) — задача выпуклого программирования (ВП), т.е. функции
( -  fo(x),  f j (x)} у = i вьтуклые, то справедлива

Т е о р е м а  4.1 (двойственности). Пусть задача ВП  (4.11) разрешима
и 3 р > 0 :  f j ( p ) < 0 (у = 1 , . . .  , т ) , тогда (4.12) разреишмаи / = / * .

Если условие х  >  0 в (4.11) убрать, т.е. рассмотреть задачу
т а х { /0(*)| /у (* )< 0  (у = 1 , . . . ,  т ) } , (4.13)

и предположить функции { /о (х ) , /у (*)}/”= х дифференцируемыми, то задача 
(4.12) допускает эквивалентную запись

mi n{F(x t u ) \ V x F(x,u)  = 0, и > 0 )  (= : /* ) ;  (4.14)
здесь V х — символ градиента функции F(x, и) по х.

Имеет место
Т е о р е м а  4.2 (обратная теорема двойственности). Пусть (4.11) -  

задача ВП и (4.14) -  разрешима в точке [х, и]. Если функция F(x, и )  
строго вогнута в некоторой окрестности точки х, то (4.11) также разреши­
ма, при этом х  Е Arg (4.11) и f = f * .

В § 3 была дана формула для маргинальных значений задачи ЛП. В силу 
прикладной важности дадим ее обобщение на случай параметрической за­
дачи выпуклого программирования:

max {/о(х, s) | fj(x,  s) <  0 (y = l , . . . , m ) ,  х > 0 }, (4.15)
здесь { — fo(x,  s) ,  f i ( x ,  s ) , . . .  , f m(x, s)} -  выпуклые по x , непрерывные 
no z -  [jc, s ] , дифференцируемые no s G E k функции. По аналогии с (4.12) 
для (4.15) можно выписать двойственную к ней задачу:

mil* max F(xy и\ s) (=: f(s)),  (4.16)
и > о  х > 0

m ^ ^
где F(x,  и; s) = fo(x,  s) -  2 s).  Положим Ms = A rg(4.15), M*  =

= Arg„(4.16 ) , / € £ * .
Т е о р е м а  4.3. Если оптимальные множества Ms и М*не пусты и огра­

ничены, то



§ 5. Метод штрафных функций

Под методами штрафных функций понимаются способы эквивалентного 
(или приближенного) сведения задачи ЛП к новой оптимизационной задаче, 
в которой сохранена некоторая часть (возможно, пустая) ограничений ис­
ходной задачи, а остальные ограничения определенным образом учтены в 
реконструированной целевой функции. Такое сведение имеет большое чис­
ло реализаций. Мы остановимся только на двух [10].

Пусть задача ЛП записана в виде
тах{(с, х) | А х - Ъ < 0 ,  х Е М )  (= : /) ,  (5.1)

где М  — многогранник, заданный некоторой системой линейных неравенств. 
Возможно, М  =Еп или М  = { х  > 0}. Разобьем систему А х  -  Ъ < 0  произволь­
ным образом на подсистемы

AjX -  b J < 0 ,  / =  1 , . . .  , w0,
так что

А =
Аг

А т о"

Г ii-1

Ь =

Выпишем задачи:
т а

шах {(с, х)  -  2^ Rj  || ( А ) Х  -  b' )* ||р(/) | х  GM) ,  (5.2)

т«
sup {(с, х)  -  2^ Rt || AjX -  b ')* ||р(/) I дсел/} (= / л ) ; (5.3)

здесь || • Ир(/) — произвольные нормы пространств размерностей и/, совпа­
дающих с размерностями векторов b J ( /  = 1 , . . . ,  т0).

Под монотонной нормой || • II пространства Еп понимается такая, что
п

х  > у  > 0 =* ||дс|| > \\у  II- Нормы ( 2  х ? )1 2̂ , 2  1*/1, т а х |* / | ,
/ = 1 /=1П у .

( 2  | Xi \р ) являются монотонными; здесь 1 < р  <+«>.
/  =  1

Обозначим через и вектор двойственных оценок ограничений (нера­
венств) системы А х  (следовательно, вектор и имеет размерность, рав­
ную числу неравенств в этой системе). В соответствии с разбиением матри­
цы А  на подматрицы Aj ( /  = 1, . . . ,  m0) вектор и разобьется на свои части 
м7 ( /  = 1, . . . ,  т0) : и Т = [й1, . .  . ,  й т° ].  Ниже будет рассмотрена связь 
задачи (5.1) с задачами (5.2) и (5.3).

Обозначим через II ’ Нр(/) норму, сопряженную к норме II * Нр(/>; она 
определяется соотношением

и и* 10>*)1
\ \у\ \р(п = sup -------;

р(/) 11 * ир( / )< 1 И ' И р ш
здесь (у , х)  — скалярное произведение векторов у  и х .
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Т е о р е м а  5.1. Если Rj >  || й7 ||*(у) ( /=  1 , . . .  , т 0),  то оптимальные 
значения задач (5.1) и (5.2) совпадают. Если же л / >  h ^ 'i i ; (/) ( /  =
= 1 , . . . ,  т0),  то в задачах (5.1) и (5.2) совпадают и их оптимальные мно­
жества, т.е. Arg(5.1) -  Arg(5.2).

Т е о р е м а  5.2. Оптимальное значение f R задачи (5.3) связано с опти­
мальным значением f  задачи (5.1) неравенством

_  ~ "*0 (ИйМГрО))2
/ < / *  < / +  2 -------"  ■■ ■ -  (5.4)

/ = 1 Щ
Отсюда следует

lim f R = /
при min Rj 

/
Таким образом, теорема 5.1 утверждает эквивалентность задачи (5.2) 

исходной задаче (5.1), а теорема 5.2 -  асимптотическую эквивалентность 
задачи (5.3) задаче (5.1).

Если в качестве подсистемы AjX  -  b 1 < 0  взять /*-е неравенство /7- (лг) = 
= (д/, х) -  0 ( /  = 1 , . . . ,  ш) ,  а М - { х >  0},то задачи (5.2) и (5.3) при­
мут вид

m
шах{(с, х) — 2  R ,h \x ) | х > 0 } ,  (5.5)

/  = 1 
m

sup {(с, х) -  2  ̂ R j | х > 0 ) .  (5.6)

Заметим, что целевая функция в задаче (5.5) не является гладкой, т.е. 
не является дифференцируемой. В задаче же (5.6) целевая функция f R (х) 
дифференцируема, и ее градиент вычисляется по формуле

m т
A f R (x) = c - 2  2  R r f W a i  (=' eR (x)).

/  =  1

С использованием этого градиента задаче (5.6) можно поставить в соот­
ветствие итерационный процесс

* f +1 = [х ' + ott eR (х f)]+, (5.7)
который и решает приближенно задачу (5.1) при М  -  { х >  0}, причем тем 
точней, чем больше R  = min Rj  и чем больше сделано итераций в силу

/
выписанного процесса (5.7). В (5.7) коэффициенты a t положительны 
и могут выбираться разными способами; можно их выбор подчинить, 
например, условиям

0 < а , - * 0 ,  £(* , = + «>. 
t

Что касается задачи (5.2), то, хотя ее функция цели и не дифференцируема, 
для ее решения (следовательно, и для решения задачи (5.1)) можно при­
менить аналог процесса (5.7), изменив в нем только способ выбора на­
травляющего вектора eR (x),  а именно: в качестве такого вектора можно
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взять , где индекс j t  выбирается, например, согласно правилу 

max //(**) = ■

З а м е ч а н и е  1. Если в задаче (5.1) М  = Еп, т.е. при сведении задачи
(5.1) к задаче (5.2) или (5.3) мы полностью освобождаемся от ограни­
чений, то (5.2) и (5.3) суть задачи безусловной максимизации.

З а м е ч а н и е  2. В (5.3) вместо шах поставлена операция sup. Это свя­
зано с тем, что операция sup в (5.3) не обязательно достижима (т.е. значе­
ние f R может быть конечным, а элемента jc Е М,  на котором целевая функ­
ция принимает значение f R , не существует). Однако при некоторых усло­
виях достижимость гарантируется, например, в случае, когда многогранник 
М  ограничен.

Приведем несколько частных форм задачи (5.2) при выборе тех или 
иных конкретных норм 1Н1р(/) и способов разбиения матрицы А  на под­
матрицы Aj  (/ = 1 ,...,  т 0).  Пусть т0 = 1, т.е.Л/ =А,и  || и ||p(1) = max | щ |.

Тогда задача (5.2) будет иметь вид 
шах {(с, х)  — R  шах /;+(х) | х  Е М },

где R  -  положительное число. Совпадение оптимального значения этой 
задачи с /  — оптимальным значением задачи (5.1) -  обеспечивается при 
R  >  max Uj, где и имеет тот же смысл, что и в теореме (5.1).

Если при т0 = 1 взять норму вектора [ / (дс), . . .  ,/J ,(x )]  в форме
т  \ / р

( X L )  , то задача (5.2) примет вид 
/  = 1 7

т
{ ( c , x ) - R ( X  [1^(х)]р ) 1/р I JC E M) ,  R >  0.

/  = i 7

§ 6. Задачи линейного программирования 
со многими критериальными функциями

Как уже было отмечено во введении, план (или технический проект) 
характеризуется многими оценочными показателями, которые могут быть 
как упорядоченными по важности, так и неупорядоченными (или частич­
но упорядоченными). В обычной задаче ЛП и стандартной ее интерпре­
тации фигурирует один показатель, который и выступает в качестве кри­
териальной функции. Ниже мы рассмотрим некоторые аспекты задач ЛП 
при наличии нескольких критериальных функций. Пусть этими функция­
ми будут /о(*), / i ( * ) , . . .  , f s(x),& системой ограничений

А х < Ь ,  х > 0 .  (6.1)
Этим еще однозначно не определяется модель оптимизации при многих 
критериях; здесь требуются уточнения постановок. На некоторых мы 
ниже и остановимся.

6.1. Модель последовательной оптимизации. Пусть и и v -  векторы из 
некоторого пространства, так что и = [их, . . . ,  uN ] , v = [t>i, . .  . ,  vN ] . Вве-
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(О
дем лексикографическое неравенством условием и х .При этом, 
если U\ =ui ,  то и2 <  ; если и2 =v2i то w3 < и 3 и т.д. Пусть Q -  неко­
торое множество из En  . Элемент v € Q  назовем l-максимальным (пек-

<7) _сикографически максимальным), если из того, что и > v, следует и = и.
Предположим теперь, что показатели /o (* ),/i(x ) , • •. , / s(x) упорядочены 

по важности и индексы этих функций фиксируют этот порядок.
Обозначив через М  множество решений системы (6.1), рассмотрим 

задачу лексикографической оптимизации:
max, {[ / 0(х ) ,. . . ,  f s(*)] I х е М ) .  (6.2)

Задачу (6.2) следует понимать как задачу отыскания /-максимального 
элемента v во множестве

V= {[u0 , ui , .  • • , vs]\ Vj<f j (x)  ( /  = 0 , . . .  ,s), x G M }  
и того элемента x€LM,  для которого выполняются равенства /у (5с) =5} 
(у = 0 , 1 , . . . ,  s ) . Задача (6.2) может решаться следующим образом:

0) отыскиваем v0 = max {/<>(*) I x G M } \
1) затем находим vx = m ax{f x(x)I f o ( x ) > v 0, xG M };

s) наконец, вычисляем vs = m ax{/s(x)| f ) (x)>Vi  (i = 0, 1, . . . ,  s -  I), 
jcGAf}.

Вектор v = [i5o, , . . . ,  us] будет искомым. Элемент 5c ищется из систе­
мы неравенств

f j ( x )>Vj , у = 0, 1 , . . . ,  s, х Е М.
6.2. Модель оптимизации по Парето (см., например, [19]). Будем исхо­

дить теперь из того, что один показатель / 0(х) выделенный, a / i ( * ) , . . .
. . . ,  f s(x) дополнительные, причем они не упорядочены по важности. Оста­
вив пока в стороне вопрос о максимизации показателя /о (х ) , рассмотрим
задачу максимизации показателей {/у(*)} J =1 по Парето.

Точку v € : Q C E n  называют максимальной точкой Парето в Q (тт-макси- 
мольной), если из v > v ,  v ^ Q ,  следует v = v.

Если Q — выпуклое полиэдральное множество, то множество всех 
я-максимальных точек в нем получаются путем объединения множеств 
Argmax {(у, х)\ x G Q )  при и > 0 ,  т.е. оно равно

U Arg max {(и, х)\ x E Q )  (=: Qn).
и = О

На самом деле существует конечное число векторов v* > 0  (/ = 1 , . . .  Д )  
таких, что

Qn = U Arg m ax { (i/,x ) | x G Q } .
v*> 0

Пусть теперь М  — выпуклое допустимое множество в задаче много­
критериальной оптимизации с критериями / \ ( х ) , . . .  , f s( x ) 9 каждому из 
которых желательно придать как можно большее значение.

Точка хЕ:М  называется оптимальной по Парето относительно крите­
риев f \ ( x ) , . . .  ,/i( jc ), если из x G M  и /)•(*)> //(*) (z = l , . . . ,s )  следует
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f i ( x ) ~ f j ( x ) . Задачу поиска оптимального множества по Парето запишем 
в виде

max* {F(x)  | х Е М ) ,  (6.3)

LAC*), • • • ,£(*)].
Если х  Е Arg*(6.3), то точка м= [ / i ( * ) , . . .  ,Л(3с)] будет 7Г-максимальной 
в U= {и | и < F ( x \  х Е М ) .

На основании сказанного выше на случай полиэдральности М  и линей­
ности функций {//(*)} 1 можно записать равенство

Arg*(6.3) = U Arg max {(у1, F(x) ) \  x G M )
i = 1

при некоторых t / > 0 .
Взяв любое у > 0 ,  будем иметь

Arg max {(м, FOc))! x G M } C  Arg*(6.3).
Таким образом, способ отыскания элементов х Е Arg*(6.3) весьма 

прост: достаточно взять любые числа иу>0,  составить функцию

f ( x) :  = (v,F(x))= 2  Vjfjix) (6.4)
у = i '  '

и решить задачу
max {(u, F(jc)) | xEAf}. (6.5)

На задачу (6.5) можно смотреть как на параметрическое представление 
задачи паретовской оптимизации (6.3).

В многокритериальной (векторной) оптимизации применяется один 
общий прием, суть которого состоит в сведении многокритериальной за­
дачи к задаче с одним критерием F ( f i ( x ) , . . .  9f s(x) ) ; последний тем 
или иным образом строится по системе исходных критериев / i ( * ) , . . .
• • • >/$(*) • Этот прием именуется свертыванием критериев. Функция вида
(6.4)* -  пример свертки. Здесь (u /}f могут играть роль весов важности5
критериев {//(*)} i.

Можно положить / ( jc) = min jc) . Вид этой функции может быть оправ-
/

дан следующей содержательной интерпретацией задачи векторной оптими­
зации. Пусть М  — множество ресурсных и технологических возможностей 
для проектов jcEAf некоторой технической конструкции, {//(jc)} \ — 
функции надежности ее узлов (модулей). Надежность конструкции по 
проекту х  определится функцией f ( x )  = min f j (x) . Задача будет состоять

/
в выборе такого проекта х  Е М9 который бы давал максимум надежности 
конструкции, т.е.

max min /•(jc).
х Е:М i

Свертывание критериев всегда определяется содержательной постановкой 
многокритериальной задачи и осуществляется на основе конкретных 
данных о задаче.
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Если / /  : = -max{ /)(* ) | x G . M )  <  +°° ( / = 1 , . . .  ,s ) ,  то веса и/ в (6.4)
~  S „

из общих соображений можно выбирать по правилу у;- = / / /  2  f t (в

предположении f j  >  0).
Если помимо критериев { /у (jc)} \ , не упорядоченных по важности, имеет­

ся ведущий критерий / 0 (jc) , то можно поставить задачу
т а х { /0(*)| * €  Arg* (6.3)}, (6.6)

ассоциировав с нею задачу

тах{ /о (* ) + 0>,^(*))1 x G M } .  (6.7)
При подходящем у >  0 задача (6.7) решает и задачу (6.6), при этом 

естественным образом могут быть построены итерационные процедуры 
для (6.6). На каждой итерации с номером t такого процесса решается 
задача (6.7) при своем Vх > 0, a у* пересчитывается от итерации к итера­
ции [4 ,19].

Применительно к линейным ограничениям (6.1) положим / у , - ( jc)  = 
= (с**, jc)  ( /  = 0 , 1 . . . , / ) ,  С = [с1, . . . ,  с 1 ] и рассмотрим задачи (6.3) и 
(6.5) в их линейной постановке. Вектор [(с1, jc) ,  . . . ,  (с1, jc) ] t  в матрич­
ной форме можно записать в виде Стх, его свертку посредством векто­
ра v >  0 — в виде vTCTx  = x TCv = (Cv, jc) .  Так что задачи (6.3) и (6.5) 
запишутся в форме

max*{Cr Jc| A x < b ,  х > 0 ) ,  (6.8)
max{(Cu,Jc)| >1jc<Z>, jc> 0 } . (6.9)

Задача, ассоциированная с (6.9) (по типу (6.6) -  (6.7)), запишется в виде
max{(c°,jc) + (Су,jc)| A x < :b , jc> 0} . (6.10)

Еще раз подчеркнем (но уже применительно к линейной постановке), что 
модель (6.10) вбирает в себя задачу поиска максимума выделенного 
(ведущего) критерия (с0 , х)  на паретовском множестве задачи линейной 
векторной максимизации (6.8).

6.3. Вопросы двойственности в линейной векторной оптимизации. Задача 
линейной векторной оптимизации (6.8) задается матричным каркасом

Ч Г !]
г каркаса D мс

°-[£ I]-
От каркаса D можно перейти к

определив для него задачу
m in{(b,w)| A T u > C v ,  и >  0},

двойственную к (6.9). Здесь вектор свободных членов Су можно понимать 
как положительную свертку набора столбцов с*\ [с1,.  . . ,  с1 ] = С ) , отве­
чающую свертке (Су, х ) целевых функций (с1, х)  в исходной задаче (6.8). 
Но если допустить набор целевых функций и набор векторов свободных
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членов в исходной постановке, то можно исходить из матричных каркасов

определив через них задачи-свертки
max {(Cv, х)  | 4jc<1?w, х > 0 ) ,  (6.11)
min{(#w,M)i A Tu > C v ,  и >  0}, (6.12)

где v > 0, w >  0. Задачи (6.11) и (6.12) являются двойственными в обыч­
ном смысле, а потому для них верна теорема двойственности. Однако в 
данном случае интерпретация оптимальных решений задач (6.11) и (6.12) 
может быть дана через термины паретовской оптимизации:

Arg(6.11) С Arg msiXn{CTx  \ A x < B w , х > 0 ) ,

Arg (6.12) С Arg minn {BTu | ATu > C v ,  и > 0}.
Если целевые функции правых задач свернуть с помощью положительных 
векторов v и w соответственно, то и получим задачи (6.11) и (6.12).

Если по аналогии с п. 6.2 выделить критерий (с0 , х ) в исходной поста­
новке, а также столбец свободных членов Ь° (помимо Ь1, .  . . ,  Ьк) ,  то 
аналогом задачи (6.10) для нашей более общей ситуации будет задача

max {(с0 , х)  + (Си, х)  i ;4jt<&0 +2?w, х >0 } ,  (6.13)

а двойственной —
min{(&°,M) + (Bw,u) \  A tu > c°+ Cv, u > 0}. (6.14)

Этим задачам можно дать широкие интерпретации, увязав их с паретовс­
кой оптимизацией.

Содержательный смысл свертки целевых функций (с1, х ) , . . . ,  ( с 1, х) 
в форме (Си, х) ,  как уже отмечалось, состоит во включении Arg (6.9) С 
С Argw (6.8) при v >  0. Что касается свертки Bw правых частей, т.е. свертки 
набора векторов Ь1, . . . ,  Ьк , то такая операция может быть проинтерпрети­
рована по-разному. Например, на В w можно смотреть как на вектор ’’смеси” 
альтернатив { &}  *. Или если на выбор столбца Ы смотреть как на выбор 
чистой стратегии в ресурсном обеспечении производства (в рамках 
ранее данной экономической интерпретации задачи Л П ), то при w Е Sw = 

к
= { w > 0 |  2 н > у  = 1) (симплекс) вектор Bw  реализует смешанную 

/  = 1 к
стратегию выбора вектора ресурсов: B w  = 2  Wsb} . Можно и вектор и

i / = 1
выбирать из симплекса Sv ={и > 0 | 2  и,- = 1} , придав (Си, х)  смысл

i = 1
критерия, реализующего смешанную стратегию применения критери-

/
ев (с1, х ) , . . . ,  (с1, х ) : (Cv, х)  = 2  vt (с*, х) . Тогда реализуется игра

I = 1
двух лиц с нулевой суммой: первый игрок выбирает смешанную страте­
гию v Е Sv формирования целевой функции (Си, х ) , а второй -  смешан­
ную стратегию w Е Sw формирования вектора ресурсного обеспечения В w.
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Платежной же функцией является функция оптимума /(и , w) задачи (6.11) 
или (6.12), двойственной к первой, что одно и то же.

Функция формирует игровую задачу выбора оптимальных
стратегий v E S v h w G S w b силу постановок

max min f (v,  w), min max f(v> w), 
v ^ s v w e s w w e s w v g s v

реализующих принцип гарантированного результата (см. § 4). Для них 
можно предположить разные варианты итерационных процессов типа 
метода Брауна -  Робинсон [10].

Заметим, что в (6.13) целевая функция (с0 , х ) и столбец Ь° ’’выделены”,' 
т.е. в общей свертке они взяты с коэффициентами 1; в (6.14) этому соот­
ветствуют единичные коэффициенты перед функцией (6°, и)  и столб­
цом с0 .

По поводу паретовской оптимизации сделаем такое замечание. Крите­
рием оптимальности по Парето не следует обольщаться. Поясним это на 
примере. Пусть некоторый ресурс в количестве а >  0 распределяется меж­
ду п участниками. Долю каждого из них обозначим через х{ (i = 1 , . . . ,  п ) .

п
Величины Х{ >  0 связаны балансовым соотношением £  x f = а. Напраши-

/ = 1
вается модель

п
max* хи] | 2  *, = а, х { > 0  (/=  1 , . . .  ,и)},

i= 1

в которой Х{ — критерий /-го участника, т.е. его доля в распределении 
ресурса, причем i-й участник заинтересован в ее максимизации. В этой зада­
че любой допустимый вектор [ х \ , . . . ,  х п\ будет 7г-максимальным, ибо 
при любом перераспределении нельзя увеличить долю какого-либо участни­
ка, не уменьшив доли другого. Взяв, например, х х = а, щ = 0 (/ = 2 ,.  . . ,  п ) , 
мы получим распределение, оптимальное по Парето. И вообще при фикси­
рованных ресурсах любое полное их распределение является оптимальным 
по Парето (в модели распределения ресурсов). В этой ситуации определяю­
щим обстоятельством является выбор ведущего критерия / 0 (х ) .



Г Л А В А  II

ПРОТИВОРЕЧИВЫЕ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В настоящей главе будут рассмотрены модели линейного программирова­
ния, которые не обладают свойством разрешимости. В частности, это такие, 
системы ограничений которых несовместна (противоречива), т.е. не обла­
дает решениями. Неразрешимые задачи линейного программирования 
называются несобственными.

§ 7. Классификация несобственных задач линейного программирования

Запишем задачу ЛП, например, в виде
L : т а х { (с ,х ) | А х < Ь , х > 0 )  ( = : / ) .  (7.1)

Двойственной к ней является задача
L*: min{(Z>,w)| А ти > с ,  и >  0} ( = : / * )  (7.2)

(см. § 3). Как и ранее, допустимые множества задач (7.1) и (7.2) обозна­
чим через М  и М* соответственно. Как отмечалось в § 3, разрешимости 
задачи (7.1), как и задачи (7.2), соответствует свойство М Ф ф , М* Ф ф.

Последнее обстоятельство позволяет противоречивость (неразреши­
мость) задачи L непосредственно связать с противоречивостью (неразреши­
мостью) системы (3.12), определяющей симметрическую задачу S. Связь 
между задачами L , L *и задачей S  дается теоремой 3.3. Так как противоре­
чивость системы (3 .12 ),т.е. системы

А х < Ь , х >  0; А ти > с , и > 0 ;
(с , х)>(Ь, и) ,

эквивалентна противоречивости ее подсистемы А х  <  Ь, х  > 0 \ А и >  с, 
и > 0, т.е. противоречивости хотя бы одной из подсистемах < Ь , х  > 0 
или Ати > с, и >  0 (вытекает из теоремы двойственности 3.2), то класси­
фикацию несобственных задач ЛП можно провести в зависимости от пусто­
ты или непустоты допустимых множеств М  и М * задач L  и L * . Здесь воз­
можны три альтернативы:

1 ).Л /=0, М* фф\
2) МФф,  М* = ф]
3 ) Л/ =0 ,  М* = ф.

44



Задача ЛП называется несобственной 1-го, 2-го или 3-го рода в зависи­
мости от выполнимости соответственно 1-й, 2-й или 3-й альтернативы. 
Для несобственной задачи линейного программирования примем сокраще­
ние НЗ ЛП.

Из свойства взаимности для двойственной пары задач линейного програм­
мирования L и L* следует, что:

если L — НЗ ЛП 1-го рода, то L * -  НЗ ЛП 2-го рода;
если L -  НЗ ЛП 2-го рода, то L * -  НЗ ЛП 1-го рода;
если L — НЗ ЛП 3-го рода, то L также НЗ ЛП 3-го рода.
Дадим характеризацию каждой из альтернатив 1 —3.
Альтернатива 1 означает, что как только при некотором приращении 

Ab Е Ет вектора Ъ система неравенств
А х < Ъ  + АЬу х > 0  (7.3)

становится совместной, задача
шах {(с, jc) | А х  <  Ъ + АЬ, х  >  0} (7.4)

разрешима. Действительно, из совместности системы (7.3) и усло­
вия М* Фф следует разрешимость пары взаимно двойственных задач —
(7.4) и

min{(£ + Ab,u) \  А Ти > с , и > 0}. (7.5)

Обратно, если при некотором АЪ задача (7.4) разрешима, то по теореме 
двойственности 3.2 задача (7.5) также разрешима, а потому М* = 
= { и > 0 | А ти > с ) ф ф .

Альтернатива 2 (МФф, М* = ф) означает, что оптимальное значе­
ние /  задачи (7.1) равно + °°.

Наконец, альтернатива 3 (М= фу М* = ф) эквивалентна тому, что при 
любом приращении ДЬ, обеспечивающем разрешимость системы (7.3), 
т.е. системы ограничений задачи (7.4), оптимальное значение последней 
равно +°°.

На рис. 5 - 7  иллюстрируются ситуации не собственности 1-го, 2-го и 
3-го рода соответственно.

Как уже отмечалось, ситуация, когда система ограничений в модели 
линейного программирования, поставленной в соответствие реальной эко­
номической задаче, несовместна, является довольно обычной. Если, 
например, рассмотреть модель (2.2), в которой А -  технологическая мат­
рица, Ъ — вектор ресурсов, (с, х) — доход, х° — директивное задание на
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производство продукции, то несовместность системы 
А х < Ь ,  х > х ° ( > 0 )

в задаче (2.2) может произойти за счет завышенного плана х°, что прояв­
ляется в недостаточности ресурсов для его выполнения. Формально это 
характеризуется тем, что вектор дс° не удовлетворяет системе неравенств 
Ах  <  Ь, х > 0 .  Проиллюстрируем это на рис. 8.

В модели (2.4) несовместность системы 
P x > d ,  х > 0

может быть следствием того, что завышен план d  по отношению к вектору 
ресурсов Ъ или занижены лимиты ресурсов по отношению к плану d.

Моделирование практических задач порождает в основном несобствен­
ные задачи ЛП 1-го рода.

Приведем некоторые достаточные условия для альтернатив, определяю­
щих несобственность того или иного рода задачи ЛП, записанной в форме

шах { (с, дс) | А х < Ь ) ,  (7.6)

т.е. в форме, явно не выделяющей условие х >  0 -  условие неотрицатель­
ности переменных x t (/ = 1 , . . . , « ) .  Двойственной к (7.6) будет

т'т{(Ь,и)\ А ти = с, и >  0}. (7.7)

Пусть

'■м
т.е. {оу}™ -  строки матрицы А.

Т е о р е м а  7.1. 1 .Если система векторов {я,}™ всесторонняя, то (7.6) 
либо разрешима, либо НЗ l -го рода.

2. Если система векторов {я,}™ невсесторонняя, т.е. система неравенств 
(fly,jc)< 0  ( / =  1 , . . .  ,/w) совместна (см. § 1) и cG  cone (я/)™, то (7.6) 
либо разрешима, либо НЗ 2-го рода. Если же с ф сопе{д7} то (7.6) либо 
разрешима, либо НЗ 3-го рода.

Действительно, если приращение АЬ таково, что система А х  <  b + АЬ 
совместна, то в силу всесторонности векторов {ду}™ее многогран­
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ник М(АЬ)  ограничен (см. теорему 1.6), что дает разрешимость задачи
max{(c,jc)| + (7.8)

а потому и двойственной к ней задачи
min {(£ + Ab, u)  | А ти = с, и >  0}.

Следовательно, Л/* = { м > 0 |  А ти = с)  Ф 0, т.е. (7.6) -  НЗ ЛП 1-го рода. 
Докажем п. 2 теоремы. Если (7.3) неразрешима и с Е conе{а;}™, т.е.

с -  2  ща*при некотором й г  = [ И | , . . . ,  й„]>  0 ,т о М* = {и>  0| А ти = с) Ф 
/=  1

=£ 0, что и соответствует несобственности 2-го рода для задачи (7.6).
Заключительная часть теоремы после этого становится тривиальной. 
К доказанной теореме сделаем такое примечание. При всесторонности 

векторов {tf/}™ обеспечивается разрешимость задачи (7.8) при любой целе­
вой функции (с, jc)  и  М(АЬ)  Ф ф, что определяет при М  =  0 свойство для 
задачи (7.6) быть несобственной 1-го рода. Но если обеспечивать это свой­
ство не для любых с, а для данного с, то можно условие всесторонности 
векторов { dj) ™ ослабить до условия всесторонности векторов {—с, aj) 
что обеспечивает ограниченность многогранника, задаваемого системой

A x < b  + АЬ,
(с, < 7-9)  

Здесь а  таково, что обеспечивает совместность системы (7.9) (рис. 9).

Условие ограниченности многогранника системы (7.9) (или всесторон­
ности векторов {— с, а;} 7*) назовем Оусловием для задачи (7.6). 0-условие 
является достаточным для разрешимости задачи

m ax{(c,x)i (7.9)}. (7.10)

Но так как, очевидно,

Argmax {(с, jc)  | jc E M ( A b ) }  = Arg (7.10) Ф 0,

то при Л/ = фуМ(АЬ) Ф 0 мы и получаем разрешимость задачи max {(с, jc)  | jc Е 
ЕМ( АЬ) }  , что дает для (7.6) не собственность 1-го рода.
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Если исходную задачу линейного программирования рассматривать в 
первоначальном виде (7.1), то для нее 0-условие будет условием всесторон­
ности системы векторов { -с ,0 /, —е,-}д ’Д  i ,где е§ = [0 ,. . .  ,0, 11, 0 , . . . , 0 ]  Е 
€  Еп. 0-условием для задачи (7.2) — двойственной к (7.1) — будет условие 
всесторонности системы векторов {Ъ, — p f , —е* } г , где {р/ } " -  колон­
ки матрицы А , { е* -  единичные орты пространства Ет . При 0-условии 
для (7.2) и М* = ф задача (7.1) будет несобственной 1-го рода. Если (7.1) — 
несобственная задача 3-го рода, то 0 -условие не выполняется как 
для (7.1), так и для (7.2).

§ 8. Содержательная интерпретация несобственных задач 
линейного программирования

Частично мы уже коснулись этого вопроса в предыдущем параграфе: мы 
указали, что неразрешимость конкретной задачи может быть вызвана либо 
завышенным плановым заданием, либо недостатком ресурсов для выпол­
нения плана (это по существу одно и то же, но в разном прочтении).

Так как любой план может быть выполнен, если он ресурсно обеспечен, 
то охарактеризованный тип неразрешимости задачи линейного программи­
рования мы назовем неразрешимостью по дефициту ресурсов.

Строго говоря, сказанное относится к несобственным задачам 1-го рода. 
Но практические задачи производственного планирования, как правило, 
и являются таковыми (в случае их неразрешимости).

Причина несовместности системы ограничений в задаче (7.1) может 
лежать просто в факте неточности задания вектора b (почти все экономи­
ческие показатели носят приближенный характер). Далее мы проследим 
смысл каждого из видов несобственности для задач ЛП с точки зрения 
возможности их возникновения из-за неточности задания исходных дан­
ных.

Ниже на задачу (7.1) мы будем смотреть как на стандартную запись 
произвольной задачи ЛП,в силу чего информационному вектору s = [с, Ь,А]  
не будем приписывать прежнюю интерпретацию (т.е. с — вектор цен, Ъ — 
вектор ресурсов, А — технологическая матрица); следовательно, знаки 
координат вектора s могут быть любыми.

Обычно для того или иного показателя L можно лишь указать отре­
зок [ L , L ] ,  в котором он лежит, в редких случаях -  приближенное задание 
закона его распределения на указанном отрезке. Поэтому, если & и Ъ -  
возможные границы для значения вектора Ь, определяющие неточность его 
задания, то важно выяснить, является ли система

А х < у у Ъ < у  <  Ь, х > 0  
совместной. Если она совместна относительно х  при некотором у  Е [Ь_, Ь],  
то система ограничений в задаче (7.1) с полным основанием может быть 
заменена на равноценную:

А х <  v, х > 0 ,  
а сама задача (7.1) -  на задачу

max {(с,*) | х > 0 ) .

Последняя является разрешимой, если (7.1) — НЗ ЛП 1-го рода.
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Рассмотрение смысла НЗ ЛП 2-го рода мы свяжем с понятием устойчи­
вости задачи ЛП по той или иной подсистеме ее исходных данных. Полной 
системой исходных данных задачи (7.1) является множество

I -  {( */f ) ” /= 1 > '{*/)/ = 1 > ^ci}%  i ) •
Пусть / 0 — некоторое подмножество множества показателей /. Задачу

(7.1) назовем 10-усюйчивой, если малые изменения (вариации) показате­
лей из / 0 оставляют ее разрешимой, а оптимальное значение задачи непре­
рывно зависит от этих изменений (т.е. малым вариациям показателей и з /0 
соответствует малое изменение оптимального значения).

Это соответствует /устойчивости [6, с. 129] при .у = /, т.е. вектор-пара- 
метр у  в определении /-устойчивости формируется из показателей, входя­
щих в /.

Если / 0 = {ci , . . . ,  сп } , то будем говорить о с-усюйчивости. Известно, 
что задача (7.1) с-устойчива тогда и только тогда, когда ее оптимальное 
множество М  не пусто и ограничено. Если оно не ограничено, то существу­
ют сколь угодно малые (по норме) вариации Ас вектора с, при которых

sup {(с + Ас, х)  | х > 0 }  = +*>. (8.1)

Сказанное показывает, что если задача L (пусть в форме (7.1)) в своем 
точном задании разрешима, но не с-устойчива, то приближенное задание 
вектора с в виде с~= с + Ас может привести к ситуации (8.1), т.е. к несоб­
ственной задаче 2-го рода. Следовательно, если мы имеем дело с реально 
заданной задачей

sup { (с ,х ) | А х < Ь ,  х > 0 ) ,  (8.2)

оптимум которой равен +«>, то возникает вопрос: не есть ли это результат 
неточного задания вектора <Г? Рассмотрим минимальную по норме вариа­
цию Ас, обеспечивающую разрешимость задачи

т а х { (с ,х ) | А х < Ь ,  х > 0 } % (8.3)

где с = с -  Ас (выбор такого Ас всегда возможен путем решения зада­
чи min {II Ac II2 \А ти >  с — Ас, и > 0}. Если приращение Ас укладывается в 
рамки погрешностей задания вектора с", то модель (8.3) может рассматри­
ваться как результат коррекции задачи (8.2) по неточности данных о векто­
ре с. Задача (8.2) с достаточным основанием может быть заменена на (8.3), 
которая, будучи неустойчивой, требует специальных приемов ее решения — 
методов регуляризации. В соответствии с одним из них решение задачи
(8.3) заменяют решением регуляризованной (по Тихонову) задачи

max{(c,jc) -  а \\х II2 | А х  < Ь , х > 0 ) ,

где а — достаточно малое положительное число [21].
Наконец, если следовать предыдущему анализу, то случай несобствен­

ной задачи 3-го рода может интерпретироваться как результат неточного 
задания векторов б и с .  Если Ас и А Ъ лежат в пределах их неточности и 
обеспечивают разрешимость задачи

max {(с -  Ас,х) | А х < Ь + А Ь , х > 0 ) ,  (8.4)

то задачу (7.1) можно заменить на (8.4). Коррекция задачи (7.1) в фор- 
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ме (8.4) интересна тем, что она двойственно симметрична: если подверг­
нуть аналогичной коррекции двойственную к (7.1) задачу (7.2), то полу­
чим

min{(b + А Ь , и ) \ А ти > с -  Дс, и >  0 ); (8.5)

последняя является двойственной к (8.4).
К анализу задач (8.4) и (8.5) мы вернемся в следующем параграфе.
Сказанное выше о неточном задании той или иной информации о зада­

че как причине ее несобственности можно распространить на систему всех
показателей /  = [§_> 7 ] ,  где ± = [А,  Ь, с] , s = [А , Ъ, с ] . Множество /  здесь 
выступает как параллелепипед, задающий все возможные состояния инфор­
мационного вектора s = [А,Ь,  с ], поставленного в соответствие моде­
ли (7.1). В этом случае может быть поставлена задача о выявлении совмест­
ности более сложной системы неравенств:

А х < Ь , А < А < А , Ь < Ъ < Ь ,
£ < С < С ,  Х > 0  ( 8 . 6 )

и разрешимости задачи
m ax{ (? ,* ) | A x < b ,  х > 0 )  (= : / ( ? ) ) ,  (8.7)

где вектор s = [Л, Ъ, с] G /  обеспечивает совместность системы ограниче­
ний в задаче (8.7) при s = s. Если задача (8.7) сформирована, то она может 
служить объективно равноценной заменой для (7.1) независимо от того, 
являлась ли задача (7.1) собственной или несобственной. Следовательно, 
задачи (8.7) как параметрический класс задач относительно s G /  могут 
считаться информационно эквивалентными в том смысле, что они не упоря­
дочены по информационной предпочтительности, хотя их случайные 
реализации и не дают равномерного распределения для тех или иных произ­
водных от (8.7) характеристик (например, оптимального значения) в соот­
ветствующих областях значений этих характеристик. Последние же, 
естественно, уже могут быть положены в основу того или иного упорядо­
чения множества разрешимых задач (8.7), например упорядочения по зна­
чению .функции оптимума / ( ? ) .

§ 9. Методы коррекции несобственных задач 
оптимизации (предварительные замечания)

Методы преодоления несобственности задач оптимизации, в частности 
задач линейного программирования, разнообразны. Некоторые из них 
навеяны общими соображениями, некоторые же подсказаны практикой 
анализа конкретных прикладных задач.

Ниже термины ’’методы коррекции” и ’’методы аппроксимации” будем 
понимать в одинаковом смысле.

Один из общих подходов к аппроксимации несобственных задач состоит 
в их параметризации.

Пусть
С: sup{/0(x)i / ,( * )<  0 ( /=  1 , . . .  ,m),  х > 0 )  (9.1)

-  задача математического программирования (т.е. f o { x ) , . . . ,  / т (*) ~ 
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произвольные функции). Включим тем или иным образом задачу С в класс 
параметрических по параметру у  G U задач С ( у ) , так что при некото­
ром у  = у  о £  Y  С(уо) = С. Если о — то или иное важное свойство задачи 
(например, разрешимость), то, образовав множество

Ya =[у G Y  | С(у)  обладает свойством а},
можно выбирать из него наилучший элемент в том или ином смысле, т.е. 
наилучший в силу некоторого критерия оптимальности <^00, определяю­
щего степень качества коррекции (аппроксимации). Возникает задача

m in{v>(»| Ya).  (9.2)
Например, взяв у  = [Ас,  АЬ\  €  Еп + т , от задачи (9.1) можно перейти к

sup{/0(x) -  (Дс,дс) | f j (x)  <  bj ( /  = 1 , . . . ,  т),  дс >  0>. (9.3)

Положив
Уд = ([Ас, АЬ] > 0 1 sup inf F ( x , u , y )  =

х  > 0  и > О

= inf sup F( x , u , y ) ) ,
и > О х  > О

т
где F(x ,  и,  .у) = / 0 (*) -  (Дс, х)  + 2  и,- [ / /  (дс) -  АЬ/], # ( у )  = 1 Дс12 +

/ = 1
+ II АЬ У2, получим задачу коррекции в форме 

min { II Дс В2 + II Ab  II2 | у =  [Дс, АЬ] Е Уд)

по критерию минимального исправления целевой функции /о (х ) (с по­
мощью линейной добавки) и вектора правых частей ограничений.

Если взять задачу ЛП (2.1), то, положив у  = [Дс, АЬ, Я ] , можно ее 
параметризовать в форме

max {(с -  Дс, дг) | (А + # ) *  <Ь  + АЬУ х > 0 )  (9.4)

и искать наименьший по норме вектор [Дс, АЬ, Н ] , обеспечивающий разре­
шимость задачи (9.4). Для случая у  = [Дс, ДЬ] это согласуется с постанов­
кой задачи коррекции в предыдущем примере.

Другой подход состоит в том, что часть неравенств в противоречивой 
системе ограничений учитывается посредством включения их в преобра­
зованную целевую функцию (по типу метода штрафных функций) так, что 
оставшаяся часть ограничений становится совместной. .Пусть, например, в 
задаче (9.1) подсистема /у (х) <  0 ( / € / ) ,  х  > 0 совместна и 
J  = {1, .  . . ,  т }\ J \  Положим для определенности J  = { 1 , . . . ,  т 0 }. Задаче
(9.1) можно поставить в соответствие задачу

sup{/o(x) -  r \ l / ( R J \ ( x ) , . . .  , R mof*ma(x))\ f j (дс)<0 
( / е Г ) ,  х > о ) ,

где ф ) -  неотрицательная на Е*т монотонная функция,
i/»(0) = 0, R j > 0 ( /=  1 , . . .  , т 0), г >  0. При определенных условиях 
эта задача выступает в роли аппроксимирующей для (9.1), например в 
смысле эквивалентности ее задаче максимизации функции fo ( x )  на
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множестве

Arg min {(*>(*) | f j (x)  <  0 (/ €/*), x >  0 },

где <p(x) — тем или иным образом построенная функция невязки подсис­
темы/Дх)<0 (/ е У ) на Л/={х >  0 1 0 (у‘ е / ' ) } .  Функции </>(*) и 
ф( •) могут взаимоотноситься, например, так: <̂ ( •) = г ф( •). Точные ре­
зультаты будут сформулированы в связи с двойственностью для несоб­
ственных задач линейного программирования (гл. III).

§ 10. Содержательный смысл некоторых методов коррекции

В данном параграфе обсуждается только содержательный аспект не­
которых типов коррекции задач линейного программирования, запи­
санных в той или иной форме.

Рассмотрим задачу ЛП

max { ( c , x ) U x < Z > , * > 0 }  , (10.1)

в которой А, Ъ и с будут интерпретироваться традиционно, т.е. Ь — вектор 
ресурсов, с — вектор цен, А — технологическая матрица. Подсистему 
Вх <d,  х >  0, включающую требования к плану х, будем предполагать 
совместной. В случае несовместности системы ограничений задачи (10.1) 
последнюю можно заменить на

шах {(с, х)| Ах <  Ъ + АЬ, x G Q ) ,  (10.2)

где Q = { х  >  0 \Вх < d  }  , АЬ — приращение ресурсов Ь, обеспечивающее 
совместность системы ограничений в (10.2). Аппроксимацию системы 
можно подчинить (см. § 9) задаче

min {(г, АЬ )\Ах<Ь  + АЪ, xGQ, А Ь >  0 } .  (10.3)

Смысл такой аппроксимации прост: если г = [/*!, . . . , г т] >  0 и гу пони­
мать как потерю в доходе за счет приобретения дополнительной единицы 
у-го ресурса, то необходимо закупку недостающих ресурсов АЬ осущест­
вить так, чтобы обеспечить совместность системы ограничений {10.3) 
при , минимальных затратах на приобретение дополнительных ресур­
сов АЬ.

Отметим, что тип коррекции в форме (10.3) справедлив в предполо­
жении, что (10.1) — НЗ ЛП 1-го рода.

В приведенной интерпретации мы исходили из предположения, что 
допустимо любое приращение АЬ ресурсов. Однако естественней предпо­
ложить, что структура возможных АЬ >  0 предопределена (или исчисле­
на на основе анализа реальных возможностей приобретения дополнитель­

ных ресурсов), т.е. АЬ = tAb, где АЬ >  0 — вектор, задающий структуру 
приращения, a t >  0 — неотрицательное число, задающее меру (интенсив­
ность) такого приращения. В этом случае задача (10.3) заменится на

min {t(r, ДЬ)1 Ах <Ь  + tAb, xGQ, t >  0 }  . (10.4)

Если, например, Abi = 0, т.е. первая координата вектора АЬ равна нулю,

то Abi = i АЬ 1 = 0  при любом t >  0. Это означает, что дополнительное 
приобретение 1-го ресурса невозможно (последнее может иметь место
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в условиях острого дефицита на этот ресурс). Словом, заданием вектора- 
структуры можно учесть реальные возможности приобретения допол­
нительных количеств необходимых ресурсов. В моделях перспективного 
развития производства рост потребления ресурсов по периодам также 
естественно задавать векторами структур A b ( t )  (t = 1, . . . , Т),  пропор­
ции которых определяются наличным состоянием производства и прог­
нозом обновления технологий по периодам (плюс, разумеется, прогно­
зом состояния экономики в целом, в частности ее добывающих отраслей).

Соединение коррекции задачи (10.1) в форме (10.4) с самой задачей 
по методу штрафных функций порождает задачу

шах {(с, x ) - r 0(r, Ab) t\Ax<b  +ГДЬ, xE Q , t > 0 } .

При достаточно большом г 0 >  0 эта задача дает оптимальный вектор 

[х, г ],  где t — оптимальный (минимальный) параметре задаче аппрокси­

мации (10.4) и х Е  Arg (10.2) при АЬ = t АЬ.
Можно исходить из того, что множество вариаций ресурсов задается 

своей системой линейных ограничений, порождающих множество N  С Ет ; 
тогда АЪ Е N. Это может иметь место при той или иной взаимозаменяе­
мости ресурсов. Тогда вместо задачи (10.2) следует записать

шах {(с, х )\Ах <Ь  + АЬ, xGQ, A b G N } .
Оптимизацию же параметра АЬ в этой задаче можно проводить по изло­
женной схеме.

Рассмотрим далее модель (2.4) :

min {(с, х )1 Л х<& , Px>d,  х > 0 } ,  (10.5)
с ее содержательным смыслом, изложенным в §2. В соответствии с этим 
смыслом Ь — вектор ресурсов, d -  директивный план производства про­
дукции, х — вектор интенсивностей использования технологических про­
цессов, (с, х ) — трудовые затраты. Система ограничений в (10.5) может 
оказаться несовместной; при этом на причины несовместности можно 
посмотреть двояко: либо не хватает ресурсов Ь для выполнения плана 
dy либо завышен план d по отношению к ресурсным возможностям Ь. 
Если (10.5) -  несобственная задача ЛП 1-го рода, то ее аппроксимацию 
можно осуществить за счет оптимальной коррекции системы ограничений, 
не изменяя вектор с. Такого рода коррекции модели (10.5) мы и рас­
смотрим.

В нашей интерпретации задачи (10.5) весь информационный массив 
неотрицателен, т.е. А >  0, Р >  0, с >  0, Ъ >  0, d >  0. Каждая из подсистем 
Ах <  Ь, Рх >  d допускает решение х >  0, а взятые вместе, они могут об­
разовывать несовместную систему; в этом случае и требуется коррекция. 
Выпишем три вида такой коррекции:

min {(г, АЬ) 1Ах<Ь + АЬ, Px>d, [х, АЬ] >  0 } ,  (10.6)
min { ( R , A d ) \ A x < b , P x > d - A d ,  [ x ,A d } >  0 } ,  (10.7)
min {(г, АЬ) + (R, Ad) | Ax <  b + Abt P x > d  -  Ad,

[x, Ab, Ad] > 0 }  ; 
здесь r > 0 , R ~ [ f l j ,. . . ,  /?„] > 0 .

(10.8)
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Смысл коррекции (10.6), т.е. коррекции по ресурсам, был уже 
объяснен. Интерпретация коррекции в форме (10.7) связана с измене­
нием плана d за счет уменьшения его на Аа >  0, но так, чтобы обеспечить 
при этом минимальные издержки (например, трудовые), выражаемые

п
величиной (R , Ad) = 2 RgAdi. Показатель Rt в этом случае можно

/ = 1
понимать как меру труда, необходимую для реализации /-й плановой 
позиции (/-го вида продукта), увеличенной на 1, т.е. dt + 1.

Аппроксимация в форме (10.8) предполагает коррекцию и ресурсов 
Ь, и плана*/.

Параметризация задачи (10.5) отмеченных типов (10.6) -  (10.8) и их 
оптимизация по параметру запишутся в таком виде:

min {(с, дс) + r0(r, АЬ) \ Ах < Ь + АЬ,

Px>d,  [ х , А Ь ] > 0 ] ,

min { (с, дс) + rd(R, Ad) | Ах <  Ь,

P x > d - A d , [х, A d \ > 0 ) ,

min {  (с, дс) + г0 [(г, АЬ) + (R, Ad)] \

A x < b  + A b , P x > d - A d ,  [ x , A b , A d ] > Q } , ‘

где г о -  достаточно большое положительное число. Обратим* внимание 
на то, 41 о и здесь приращения АЬ и Ad можно было бы искать в

виде АЬ = t АЬ, Ad = t Ad, где АЬ >  0, Ad >  0 — фиксированные векторы, 
Г -  неотрицательный параметр.

Запишем задачу

шах { ( с , х )М 0х < & °, х > 0 ,  A iX tZb ' }  , (10.9)
в которой зафиксировано разбиение системы ограничений на две подсис­
темы А 0х <  Ь°, х >  0 и А\Х < Ь 1. Такое разбиение можно интерпретиро­
вать следующим образом: ограничения подсистемы А 0х <  Ь° директив­
ные (обязательные), а А хх < Ь 1 факультативные (желательные, но не обя­
зательные). Следовательно, в этом случае ограничения ранжированы по их 
важности. Нарушения ограничений подсистемы А хх <  Ь1 допускаются, 
но они должны быть минимальными. Такую постановку можно форма­
лизовать, получив задачу

max {(с, х)  -  (R, (Ахх -  Ьх) + ) | А 0х <Ь°,*х > 0 ) .  (10.10)

В ней (AiX -  Ь1 ) *  -векторневязок для ограничений/; (дс)<0 (/ = 1 ,.. . ,к) 
системы А хх <  b1, R = [Rt , . . . , Rk] >  0. Величину Rf- можно понимать 
как меру потерь ( в единицах критерия (с, дс)), приходящуюся на невязку

к
I . (дс) = 1; следовательно, (Д, (Ахх -  Ь1) +) = 2  R j l j  (* )  -  общие по-

/ = 1
тери, связанные с нарушением ограничений /; (дс) < 0  (/ = 1, . . . , к). Эти 
потери в модели (10.10) вычитаются из критериальной функции (с, дс), 

измеряющей, например, доход производства.
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Ранжирование ограничений может носить более сложный характер за 
счет большей глубины ранжирования. Формальный анализ такой ситуации 
состоит в методе последовательной коррекции. Пусть в (10.9) система 
Ах <Ь  разбита на подсистемы

A j X < b J, / = 1 , . . .  ,т0,

причем важность ограничений AjX <  У  по мере роста / ослабевает. Что 
касается ограничений А 0х < Ь ° ,  то они остаются ведущими, наиболее важ­
ными. Модель коррекции теперь может выглядеть так: вначале решают 
задачу

(1) : min { ( ^ 1\ (i4 1x -  bl )\A0x <b°,  x > 0 )  (= :a j ) ,  

затем

(2): min {(г{2), (Аг х -  b2) +) | *€  A rg (l ) }  ( = : a 2),

(m0):min l ( r im° \ (A m<)x -  bm« ) +) | *€  Arg(m0 -  1 »  (=  : 

наконец,

max {(<?, x)  | jcG Arg(w0) }  . (10* 11)

Задача (10.11) и является результатом.последовательной коррекции моде­
ли (10.9), в которой ограничения упорядочены по их важности. Выше 

т 0
-  положительные векторы, размерность которых совпадает

с числом строк подматриц A t (или размерностью векторов Ъг, что одно 
и то же). В задачах (/) (/ >  1) в качестве допустимых областей фигури­
руют оптимальные множества предыдущих задач Arg (/ -  1); послед­
ние могут быть записаны системами кусочно линейных неравенств ;

Arg(2) = { х > 0  1А0х < Ь ° , ( г(2), (А2х -  Ь2)+) < а г } ,

Arg(m0) = { х > 0 \ А 0х < Ь ° ,  (г(т°\ (Ат<>х -  Ьт° У ) < а то_ 1} .

Кусочно линейные неравенства в свою очередь сводятся к системам 
линейных неравенств. Все это позволяет решать задачи (/) (/ = 1 ,.. . , т 0) 
методами линейного программирования, например симплекс-методом.

Рассмотрим один из вариантов содержательной интерпретации паре- 
товской коррекции модели, связанной с наличием многих критериев, 
оценивающих план.

Пусть в некоторой задаче производственного планирования допусти­
мым множеством будет Q = { х >  0 I А 0х < Ь 0} Ф ф , х >  0 -  план, а 

{  (с*, х ) } * _ j -  система критериев, оценивающих план х Е Q (эти кри­

терии будем называть оценочными). Такими оценочными критериями 
могут быть прибыль, чистая продукция, доля продукции высшего ка­
чества и т.д. Значения всех этих критериев желательно сделать максималь­
ными. Если взять какой-либо один критерий из этого числа, например
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(cr, дс ), то соответствующий максимум найдется из задачи

max { ( с ' ,  дс) |x E Q }  ( - :  а , ).

План х Е  Qy который имеет оценку at по критерию (cf , х ) , т.е. (cf , х ) = а*, 
может существовать. Но все критерии (с*, дс) вывести на значения at одно­

временно, как правило, нельзя, т.е. нельзя найти такой план дс Е  Q, для 

которого выполнялись бы равенства (с\ дс) = at (/ = 1, . . . ,к ) .  Это оз­
начает, что система уравнений (с1, дс) = at (t = 1, . . . , к),  дс Е  Q несов­
местна. Ее несовместность, очевидно, эквивалентна несовместности сле­
дующей системы линейных неравенств:

(cf,x)>OLty f = l , . . . , f c ,  А 0х < Ь ° у х > 0 .  (10.12)

К анализу этой несовместной системы и к ее коррекции можно подой­
ти с позиций многих методов, в частности с позиций паретовской опти­
мизации. Обозначив g t (дс) = (с*, дс) — af , введем задачу

max* { [ g i ( x ) , . . . , gk(x)] \xGQ) .  (10.13)

Напомним, что план дс Е  Q будет оптимальным по Парето для задачи

(10.13), если в Q нельзя найти другой план дс, для которого g t (x) >  g t (дс) 

для всех к и хотя бы для одного7  g - ( дс) > g j ( x ) . Это означает, что нельзя 
улучшить значение хотя бы одного критерия, не ухудшив значение дру­
гого критерия. Множество оптимальных по Парето точек для задачи
(10.13), как и ранее, обозначим через A rg* (10.13). Оно будет аппрокси­

мировать несовместную систему (10.12) в смысле Парето. Если помимо 
критериев (cf , дс) (г = 1, . . . , Л:) имеется еще один — ведущий критерий 
(с, дс), то можно решать задачу

max {(<?, дс) | дс Е  Arg я (10.13)} .

Эта задача, таким образом, выступает в качестве аппроксимирующей 
для ситуации, когда планы дс Е  Q оцениваются одним выделенным кри­
терием (с, дс) и множеством дополнительных критериев {(с *  д с ) }^ = 1 , 
не упорядоченных по предпочтительности.

Такое положение возникает, как правило, в задачах оптимального 
проектирования в ситуации нелинейных моделей. При этом вектор дс >  0 
понимается как описание проекта (конструкции), Q — множество ре­

сурсов и технологически допустимых проектов, { f t ( * ) } * =  t -  система

характеристик проекта дс (выше было f t (дс) = (сг, д с ) ) , / 0 (дс) -  выделен­
ный критерий, который и определяет окончательный выбор проекта из 
паретовского множества

Arg max* {\fi(x)y . . . , / * ( * ) ]  \xGQ} .



Г Л А В  А  III

ДВОЙСТВЕННОСТЬ ДЛЯ НЕСОБСТВЕННЫХ ЗАДАЧ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В § 3 были рассмотрены кратко вопросы двойственности для разреши­
мых задач ЛП. Теория двойственности играет огромную роль в линей­
ном ( и вообще в математическом) программировании* в частности при 
построении методов решения задач ЛП. Мы уже отмечали, что теорема 
двойственности позволяет сводить задачу ЛП к решению некоторой сис- 
стемы линейных неравенств. Это факт чрезвычайной важности.

Двойственность, дающая возможность вычислять частные произ­
водные функции оптимума в зависимости от параметров модели, поз­
воляет вести анализ соответствующего этой модели объекта в динамике.

Для несобственных задач ЛП двойственность в прежнем виде стано­
вится бессодержательной, поэтому возникает проблема построения новой 
теории, пригодной для анализа несобственных задач.

В этой главе кратко излагается эта теория.

§11. Общая схема формирования двойственности 
для несобственных задач ЛП

Пусть

L : шах {(с, х)  \Ах <Ь, х > 0 ) ,  (111)

L* :  шах {(Ь, и) \ А ти >с ,  и > 0 }  (11.2)

— двойственная пара задач линейного программирования с допустимыми 
множествами М  и М*  соответственно; здесь с, х G En, b, и Е Ет. Для не­
собственных задач, как уже отмечалось, возможны три случая: 1) М  = ф, 
М *  Ф ф \ 2) М Ф Ф , М *  = Ф\ 3)Л/ = 0,Л/* = 0 ,в  зависимости от которых 
задача L называется несобственной 1-го, 2-го или 2-го рода соответственно.

Правило (* ) формирования задачи L*no задаче L обладает свойством 
взаимности, т.е., будучи примененным к L*, оно дает L : ( L * ) *  =/,. Задачи 
L и L*  связаны теоремой двойственности: из разрешимости L вытекает 
разрешимость L*  и совпадение их оптимальных значений (и наоборот).

Ниже дается схема двойственности для несобственных задач ЛП и ее 
реализация. Содержательно смысл схемы состоит в следующем: исход­
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ной паре двойственных задач L й L*  по единой схеме п ставятся в соот­
ветствие задачи Р и /*#, связанные между собой свойством взаимности 
и теоремой двойственности; при этом Р  и Р # выступают в роли задач, 
аппроксимирующих в том или ином смысле L и L*  соответственно. Схему 
можно изобразить как показано на рис. 10.

Для нелинейных задач в этой схеме свойство взаимности должно быть 
отброшено. На рис. 11 правила п и п  формирования задач Р и Р*  не обя­
зательно должны совпадать.

« И

L*
П

W jt 
-► р*

(*)\

С*-
Т?

Р и с. 10 Ри с .  11

Дадим реализацию схемы рис. 10 для задач ЛП.
Зафиксируем произвольный ’’разрез”  матрицы А на горизонтальные 

и вертикальные подматрицы: Aj (j = 0 ,1 , . . . ,  то) и В{ (/ = 0 ,1 , . . . ,  п0) 
соответственно. Этому разрезу соответствует разрез векторов b и и, а 
также с и х :

ЬТ = [ Ь ° , . . . ,  bm° ] ,  иг = [и0, . . . ,  ии » ] ;

сТ -  [с0,. .. , с"° ] ,  х т-  , . . . , х"° 1 .

Таким образом, 

'А  

А
[А I Ъiui{;
[ А т \с |х ] -\

0 1 ь° ы°

т о 1 Ъ"*• ыт <

в Т0 с0

с». Х " °  J

Урловимся придавать, если это необходимо, тем или иным вы­
деленным подматрицам ’’пустые”  значения ф Так, например, если 
Aj = 0 (/=1, о . . ,  Ш о),тоЛ = Л 0 и т.д.

Пусть II' I р(/> и II • ll<j (/) — произвольные нормы пространств размер­

ностей векторов и7 и х * ; II • Ир(/)- и И * И * (,) -  им сопряженные нормы; 

Rj >  0, г t >  0 (/ = 1 , . . . ,  то; / = 1 , . . . ,  п0) .

Пусть z = [z j , . . . ,  zk] G Ек. Для норм maxlz- I и 2  \z( I будем
/ i

употреблять обозначения II z Но и Hz Hi соответственно (эти нормы яв­
ляются взаимно сопряженными), т.е. II z II* = H z Hi, II z II * = II z ll0.

Оговорим одно предположение относительно всех здесь используемых 
норм, а именно свойство монотонности:

х > у  >  0 ==> \\х\\> IIу II.
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Сформулируем задачи:

т0
Р: sup { ( с , * )  “  2  ̂ R j iA fX  - Ъ , )*1р1П I

А ох < Ь о, х > 0 ,  1лс, 1в(|)< г , ( * * 1 , . . . ,й в )> ,  (11.3)

Р#:  inf { (* ,  и) + £  п 1 (с1 -  ВТ(и)+ I * (<) |
1 = 1  4W

В%и>с° ,  и > 0, 1м/ 11*(/ ) < Л /(/ = 1 ) . . . ,о т 0) } -  (11.4)

Напомним, что + при векторе означает замену его отрицательных коор­
динат нулями.

З а м е ч а н и е  1. Задачи (11.3) и (11.4) при Aj = 0(у = 1, . . . , т 0) ,  

Я,- =0  (/ = 1 , . . . ,  по) превращаются в задачи L иЬ*.
-Подсистемы АоХ <  Z>°, jc >  0 и В^и >  с0, и >  0 систем ограничений 

в задачах I  и ! * ,  выделяемые подматрицами А 0 и В J (последние могут 
принимать значения 0 ), будем располагать совместными. Такое пред­
положение не является, естественно, ограничительным, ибо всегда имеет­
ся возможность выделять совместные подсистемы несовместных систем. 
Содержательно это может соответствовать выделению директивных ог­
раничений в предположении их обоснованности (т.е. возможности их вы­
полнения) или выделению максимальной совместной подсистемы.

З а м е ч а н и е  2. Из структуры задач Р и  Р # видно, что схема их 
формирования из задач L и L *  одна и та же (на рис. 11. — это схема я ) . 

З а м е ч а н и е  3. Пусть (# )  — правило, сопоставляющее задаче Р  за- 
(#)

дачу Р # : Р ----->Р*.  Тогда легко убедиться (с учетом свойства (II • 11*)* =
= II * II, где II • II -  любая норма конечномерного пространства), что это пра­
вило является взаимным, т.е. (Р # ) # = Р.

Если в задаче (11.3) все II • и II - (/) являются нормами типа 
II • Н0 и II • \\i, то назовем ее 1-задачей. Из того, что Р -  /-задача, следует, 
что Р # также является /-задачей (и наоборот).

З а м е ч а н и е  4. Если Р  -  /-задача, то Р  и Р  # являются выпуклыми 
кусочно линейными и могут быть эквивалентным образом переписаны 
в форме задач ЛП.

Ниже выпишем ряд частных реализаций задач Р  и Р #.
Пусть в Р  и Р Aj -  у-я строка, а 2?/ —/-й столбец матрицы 

А (у = 1,. . . ,  т\ / = 1,. . . ,  п) ; тогда Р  и Р # примут вид

Р0 : max {(с, х ) -  (R, (Ах -  Ь )+ ),\ 0 < х  < г }  , (115)

Р *  : min { ( А , « ) + ( г , ( с - Л 7’м)+ ) | 0 < м < Л ) .  (11.6)

В Р0 и Р *  вместо операций sup и inf поставлены max и min в силу оче- 
видной достижимости этих операций.
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Если Ао = Ф, В0 =ф,то = \ ,п0 = 1, то задачи Р и Р  #могут быть записаны 
так:

Р : т а х { ( с , х ) - Д о 1104х-6)+ Ир | Их IIq < r 0, х > 0 } ,  (11.7)

Р # : min {(b, и) + r0 \\(c-ATu f  II * | Им II * < R 0, и >  0 } .  (11.8)

Здесь R 0 >  0 и г 0 >  0 — скалярные величины, II • И и II * 11̂ — произ­
вольные монотонные нормы пространств Ет и Еп соответственно.

Если L — несобственная задача 1-го рода, то можно положить Bt = 
= 0(/=1,..., л0).ТогдаЯ0 = А, и задачи Р  и Р Запишутся в следующем виде: 

т0
Л  : sup {(с, х ) - ^  2 ^ , .  WAjX- Ы У  1р(/) |40х < Ь ° ,  х > 0 > ,  (11.9)

Р * : inf {(Z>, и) IА Ти > с ,  и > О, IIм; II * (/) < R j  (/ =  1 , . . . , w 0) } .

(11.10)
Пусть L — несобственная задача 2-го рода. В этом случае при 

<4/ = 0 (/ = 1 , . . . ,  /По) задачиР и Р ^  примут вид

Рг : sup{(c,x) |Лх<£, х > 0 ,  11x41^ < r , ( i  = 1 , . . .  ,п0) }  , (11.11)

"о

P #  : inf{ (b,u) + 2  г, I (^ -^ J m )+ \\*q{i)\BTQu > c ot u > 0 } \  (11.12)
* = i

Как в P i , Р  ̂ , так ив  Р г ,Р \  вместо sup и inf можно поставить max и min, 
если А о и £ 0 принимают значения ф .

Возможны и другие частные реализации задач Р и Р ^  (например, за. 
счет выбора тех или иных конкретных норм II- IIр ( / ) И  II • !!«,(,))■

Тот или иной вид задач Р и Р  # определяется и способом разбиения мат­
рицы коэффициентов А задачи L на подматрицы (горизонтальные и вер­
тикальные). Такое разбиение может диктоваться реальной структурой 
матрицы А , если она отвечает конкретной постановке задачи. Одной из 
типичных структур является следующая (блочно-диагональная) :

P i  1

l^ i в к \

В этом случае говорят о блоках Aj и связке В = [Вх . . . Вк] . Разрез этой 
матрицы на горизонтальные и вертикальные подматрицы естественно 
осуществить в соответствии с указанной ее.структурой. Запишем сопутст­
вующее разбиение векторов с, х, Ъ и и на подвекторы:

сг = [с1, . . .  ,ск\, х т = [х1, . . . , * * ] ,

6Г = [ Ь \ . . . , Ь к,Ь ° ] ,  uT~ [ы \ ..- ,м * .м 0].
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Следовательно, исходная задача L и двойственная к ней могут быть 
записаны следующим образом: 

к
L : max{ Е (с\ jc1) | At xl <  Ъ\ xl > 0  (i = 1 .  ., к), 

i = i

2  В{х * < Ь ° ) ,  (11.13)
I = 1

L*:m ax{ Е (Ы, и7*) \А?и' +5^м° >с\  ит = [и\, . . .  ,ыл , и0] > 0  
/ = о

(i = l , . . . , * ) } .  (11.14)

Выпишем задачи (11.3) и (11.4), отвечающие описанной ситуации:

Pd : тах { 2  (с‘, х ‘ ) -  _ 2  Rt II (А( х'  -  й ')+ llp(0 I

2  В,х‘ < Ь ° ,  Х (>0,  l x ‘ I ( 0 <Г/
1=1

( / = 1 , . . . , * ) ) ,  (11.15)

Р * :  min{ 2^ (Ь>, и1)  + 2^ г, И (с* - A f u ’ -  Bfu0)+ II * (f) I и >  О,

II ■ ; < / > i ........* »  , о м е )

Если задачу L предположить несобственной 1-го рода, то вмес­
то {Pd, P j f }  можно записать

max { (с, х)  -  2  Rg II (  Atx l -  Ь')+ llp(/) |

Вх<Ь° ,  х > 0 ) ,  (11.17)

min { (Ъ, и) | А ти > с у и >  О, II и1 II * (/) < R t 

(1 = 1 , . . . , * ) }  • (11.18)

Эти задачи получаются из (11.3) и (11.4), если наравне с указанным раз­
биением матрицы А на горизонтальные подматрицы в них положить В0 =А. 
Тогда ограничений || j c 1 ||̂( , ) < г в  (11.15) не будет.

Остановимся еще на таком варианте задач Р и Р# , когда в них А 0х <  Ь° , 
х >  0 — максимально совместная подсистема (МСП) системы ограничений 
Ах <  Ь, х >  0 задачи L ;Bq и >  с0, и >  0 — МСП системы ограничений А ти >  
>с,  и >  0 задачи L * . В силу определения МСП выполняются соотношения

Aj X - Ъ7 > 0  V *  G М 0 := 1х >  О | А 0х <  Ь° } ,  
с1- В ] и >  О V u £ M $  = { u > 0 \ B l u > c ° )  ;

/ = 1 , . . .  , т 0 ; / = 1 , . . . , л 0.
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Следовательно,

(AjX -  Ь7) += AjX -  bJ V x E M 0,

(с1 -  Bju ) + = c* -  B ju

А тогда задачи Р и принимают вид

то
sup {(с ,х ) — 2  Rj \\Af x - b f \\pU)\A0x < b ° ,  х > 0 ,

/ = i

■ jc' 1........ Ло)> , (11-19)

inf { (b, u) + 2° r,. K B f u - c  ll*(/) \.B lu>c°,  u >  0, 
i = 1

1и/ Гр(/)< Л /( / = 1 , . . . |т 0) } .  (11.20)

Свойства задач (11.19) и (11.20) могут быть более предпочтительными 
с вычислительной точки зрения. Поясним это на двух примерах частной 
реализации, соответствующей предположениям:

1) Aj -  /-я строка матрицы А (/ = 1,. . . ,  т 0), В( -  /-й столбец матрицы 
A ( i=  1 ,.. . ,л 0);

2) m0 = 1, п0 -1 , II * Ир(1) = I * Hi , I ■ И<7( 1 ) = II ' 10-

Пары взаимно двойственных задач будут иметь следующий вид:

шах {(с, х ) — (R, А хх -  Ь1)  | А 0х <  Ь°,х >  0, х 1 <  г } ,  (1121)

min {(b, и) + (г, с1 -  В {и )  \В%и >  с0,и > 0 , и1 <  R } ;

max {(с, х)  -  R0 IIА хх -  b1 IIi \А0х <  Ь°ух >  0, Их1 ll0 < R o ) ,

min {(b, и) + r0 II с1 -  В\и 11} | В$и >  с0, и >  0, Ни1 110 </?<>}• (11.22)

Последнюю пару можно записать в более развернутом виде:
/

max {(с, x ) - R 0 2  [(я;, х ) - Ь у ] | А 0х <  Ь°, х >  0,
/=о

Xi< r o ( i = l , . . . , s ) }  , (11.23)

min {(b, и) + r0 2  [ct -  (Af-, w)] | Bq u >  c° , и >  0, 
i = 1

W/</?0(/ = l , .  . . , / ) }  , (11.24)
где

4
, = P i , * o ] ,  
l0 -j

A =
l .A0.

A t X ^ b 1 ~(ah x ) < b j , /=1,

B i u > c x ~ (h h u ) > c h i = l , . . . , s .

Пары задач (11.21), (11.22) и (11.23), (11.24) — суть задачи ЛП, в 
отличие от случая, когда выделяемые подсистемы А0х <  Ь° , х >  0 и В$ и >
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> с ° , и > 0  не являются максимально совместными подсистемами. В по- 
ледней ситуации в отмеченных парах задач фигурировали бы положитель­
ные срезки (А хх -  Ъ1 )+, (с "1 -  В\ м)+ векторов А хх -  Ь1 и с 1 -  В^и, что 
обеспечивало бы для соответствующих задач свойство быть кусочно линей­
ными выпуклыми программами.

§ 12. Основная теорема двойственности и 
некоторые ее частные реализации

В отличие от практически однозначной формулировки теоремы двойст­
венности для разрешимой задачи/, в случае неразрешимости L допускается 
много вариантов формулировок теорем двойственности. Этому причины — 
разные типы несобственности, наличие свободных разбиений матрицы А 
на горизонтальные и вертикальные подматрицы, разный набор фигурирую­
щих в записи задач Ри P# норм.

Т е  о р е м а  12.1 (двойственности). Пусть задача Р (те. (11.3)) разре­
шима, а {  гг-} У0 таковы, что система неравенств

II*' II ̂ (|-> <  гь / = 1 ,...,и < ь  А 0х < Ь ° , х > 0

совместна. Тогда Р # также разрешима. При этом их оптимальные значения 
совпадают.

З а м е ч а н и е .  В силу взаимности задач Р и справедлива и обратная 
теорема двойственности в следующей формулировке.

Из разрешимости задачи Р # и совместности системы

\\u'fp (n < R h j  = В%и>с° ,  и > 0

вытекает разрешимость задачи Р и совпадение их оптимальных значений.
Пусть М(г)  и M #(R) — допустимые множества для задач Р и Р # соот­

ветственно.

Т е о р е м а 12.2.Если в Р и Р # { R j ) T °  и { г{ }  " ° таковы, что М (г) Ф ф 
и М #^ ) Ф ф 9приэтомР -1-задача, тоР иР** разрешимы и их оптимальные 
значения совпадают.

Т е о р е м а 12.3. Задачи (11.5) и (11.6) разрешимы при любых R >  0 и 
г >  О, при этом их оптимальные значения совпадают.

Т е о р е м а 1 2 .4 . Задачи Р и P# разрешимы при любых Ro > 0  и г0 >  0; 
при этом их оптимальные значения совпадают.

В двойственности для НЗ ЛП имеет место аналог теоремы 3.1 /связываю­
щий оптимизируемые функционалы в задачах Р и Р # .

Т е о р е м а  12.5. Пусть 
т0

/ * (* ):=  ( с ,х)  - Д  R, II {AjX -  Ь ' ) Ч р 0 ),

f*(u) := (b, и) + 2° rt II (с'' -  В ]и )* И*(/).
1=1

Если х Е М (г), й Е М #(R ) ,  то

/ * < * )< / ? ( “ )• (12.1)
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С л е д с т в и  е.Если в (12.1) реализуется равенство, то 

xG A rgP , t7GArg/>#.

Теорема 12.5 является прямым следствием теоремы двойственно­
сти 12.1, если обеспечиваются условия справедливости последней. Однако 
неравенство (12.1) имеет место без каких-либо ограничений.

В связи со следствием целесообразно, как это делалось в § 3, ввести 
симметрическую задачу S : найти хотя бы одно решение системы неравенств

А0х < Ь ° , х > 0 ,  И х '! „ ( , )<  г„ / = 1 ,. . . ,и р ;

В0х > с ° , и > 0, Им/Ир( / ) / = 1 , . . . , ш0; (S )

fR( x ) > f r(u).
Т е о р е м а  12.6. Вектор [Jc, й  ] тогдаи только тогда является решением 

системы (5 ), когдах £  ArgР и й  €  Argi># .

З а м е ч а н и е  1. Система неравенств (5 ) является выпуклой в том 
смысле, что если ее неравенства привести к форме записи fj(x, и) <  0, то 
функции f j ( jc, м) будут выпуклыми по z = [jc, м] .

Для систем выпуклых неравенств имеется много методов их реше­
ния [9].

З а м е ч а н и е  2. Если в (5 ) все нормы II • Ир(/), И * 1д(/> типа II * И0 и
II- Hi (этому соответствует то, что Р  — /-задача), то (5 ) будет системой 
выпуклых кусочно линейных неравенств и может быть сведена просто к 
системе линейных неравенств.

Проиллюстрируем сказанное на примере системы (5 ), поставленной в 
соответствие паре Р  и Р

И* И(7 х > 0 ;  \\u\\*<Ro, и >  0; _
(S )

(Ь, и) + г0 II (с -  А ти)+ II * <  (с, х ) -  R0 II (Ах -  Ь)+ 11р.

Положим, например, р = 0, q = 1. Тогда (5 ) перепишется в виде

п m
2  <  ''о, х ^  0\ 2  uf < R 0, м ^  0j 

/= i 7=1

(Z>, и) + Го max (с, -  (A/f и))* <  (с, х ) -  R 0 max ((ajt jc) -  bj)*. (S)t
i i

Вводя новые переменные t >  0 и ц. >  0, последнее неравенство в системе 
(5 ) 7 можно эквивалентно заменить на систему

(Ъ, м) + r0t < ( c ,  х) —R q/i ,

Cf -  (hh и) < t ,  7 = 1 Г >  0,

(ah x ) - b j  <  д, /= 1,.. . ,m, /х >  0.

Заменяя в (5 )/ последнее неравенство на эту систему, мы получим 
искомую систему линейных неравенств.
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Итогом замечания 2 может служить следующее
У т в е р ж д е н и е .  Если Р является 1-задачей (т.е. все II * 11р(у) и

II • Н^,) являются нормами типа II • Н0 и II * Hi), то решение задач Р и Р # 
сводится к нахождению хотя бы одного решения конструктивно выписы­
ваемой системы линейных неравенств.

Систему же линейных неравенств можно решить симплекс-методом или 
одним из итерационных методов (например, методами фейеровского типа
[9 ])-

Укажем на связь задач ? и Р # с вопросами векторной оптимизации 
(см. § 6). Разбив системы ограничений задач L и L * , т.е. (11.1) и (11.2), 
на подсистемы

А0х < Ь ° , х>0\ А хх < Ъ 1 и В 1 и > с ° г и >  0; В \ и>  с1

так, что М 0 = { х > 0 \  А 0х <  Ь° }  Фф, M q = {  и >  0 | Bq и > с ° )  Фф, можно 
записать формально симметричные задачи векторной оптимизации:

min* {(А хх -  Ь1У\А0х < Ь ° , х > 0 ) ,  (12.2)

шшя { (с 1 -  В\и)* \ BqU >  с0у и >  0 } . (12.3)

Свертки векторных критериев этих задач порождают задачи (см. § 6)

min {(Я , (А хх -  Ь1)* ) \А0х <  Ь°, х > 0 } ,  (12.4)

min {(г, (с1 -  Вхи)*) | BqU >  с0, и >  0 } , (12.5)

где Em BR  >  0, ЕпЭ г >  0. Вводя в них критерии (с, х)  и (Ъ, и) из исход­
ных постановок, получим

max { ( с , * )  -  (R, (А хх -  bl J )  | А 0х <  Ь°, х > 0 } ,  (12.6)

тт{(Ь,и) + ( г , ( с * - В [ и ) * ) \ В о и > с 0, и >  0 } . (12.7)

В принципе эти задачи формулируют поиск max (с, jc) и min(Z>, и) на мно­
жествах Arg^ (12.2) и Arg^ (12.3) соответственно, точнее: при подходящем 
управлении параметрами R >  0 и г >  0 можно огранизовать вычислитель­
ный процесс, реализующий указанный поиск [4]. Но задачи (12.6) и (12.7) 
хотя и находятся в формальной двойственности, однако основным свойст­
вом двойственности (совпадением оптимальных значений) не обладают. 
Для обеспечения этого свойства в их ограничения необходимо внести: 
х < г  в (12.6) им в (12.7), т.е.

max{(c, х) - ( R , ( A xx -  b1) * )  | А0х <  Ь°, 0 (12.8)

min {(Ь, и) + (г, (с1 -  В {и У )  \ В%и> с0, 0 < u < R }  . (12.9)

Эти задачи получаются из Р и Р  , когда горизонтальные подматрицы матри­
цы суть А0 и строки, не вошедшие в А 0\ здесь они (строки) образуют 
подматрицу, обозначенную А х. Соответственно вертикальные подматри­
цы — это В0 и столбцы, не вошедшие в В0; здесь они (столбцы) образуют 
подматрицу, обозначенную В х. Задачи (12.8) и (12.9) связаны теоремой 
двойственности, например, в формулировке теоремы 12.2.

Описанную здесь схему движения от задач (12.2), (12.3) к задачам
(12.8), (12.9) можно было бы применить к общей ситуации разбиения
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матрицы А на горизонтальные подматрицы Aj (/ = 0 ,1 ,. . .  , т0) и верти­
кальные подматрицыBi (/ = 0, 1 , . . . ,  п0)  и сформировать векторы невязок

F(x)  = [ 1(4 lX -  Ъ 'У  Ир (1 ), . . . ,  II (Ат%х -  Ьт*У  Пр (т о )] , 

F* (u)  = [ II (с1 — Bju )*  IP<j(i) Н е "» - В ТПаиУ «*,(„ в)].

Тогда аналогами задач (12.2) и (12.3) были бы

min* l F (x )  | А 0х <  b°, х > 0 ) ,

min* ( F #(m) I Во и >  c°, u > 0 } ,

а эквивалентом (12.8), (12.9) — задачи

P: max {  (c, x )  -  (R, F (x )) | A Qx < b ° ,  x > 0 ,

l x l l g ( o < ri O'= ! . • • • .« o))»
P * : min { ( b, u) + (r, F * (x )) | BqU > c°, u > 0 ,

I l l ' l l*p U ) < R j  (/ = 1 ,. . .  ,wj0) }  •

Последние в несколько сокращенной записи суть задачи (11.3), (11.4).
Таким образом, модели Р  и Р # дают содержательную развязку для 

несобственных задач линейного программирования L и L* в терминах 
паретовской оптимизации, что, например, по отношению к задаче Р сводит­
ся к определению паретовского множества задачи min* F(x)  при ограниче­
ниях задачи Р , а затем к поиску max (с, х)  на оптимальном множестве 
последней. Так же может быть истолкована и задача Р # .

Если от задач L и L* с каркасами

Г сТ о! оо I ь т о1
1А b j  \.АТ с \ 

перейти к задачам линейной векторной оптимизации с каркасами

(см. § 6, п. 6.3), то в задачах Р и Р# векторы с и Ъ следует заменить векто­
рами-свертками Су =: с(и) иBw =: &(w), в силу чего они примутвид:

Pvw : sup{(CVix ) - ( R , F „ ( x ) )  \ А ох < Ь ° { п \ х > 0 ,

ll* ,\ ( 0 < 'V  0 = l , . . . , * o ) } ,  (12.10)

P * w: inf { (B w,u) + (r, F * (u ) ) I B l u >  с » ,  и >  0,

(/ = 1 ,.. .  ,m0) }  , (12.11)

где

Fw(x)= [ II (A,x  -  b\w)f  llp(1), . . . ,  II (Am, x -  bm»(w ))+ llp(mo)] ,
F t («)= [ И ( c l 00 - B l u ) + II *( , ) , . . .  ,11 (cn • (w) - B Tno (u) -  B T„ou )*

(Cu) 7’= c T'(u)=[c0(v ) , .. ., c "o („)], (Bw) T = bT(w)=[b°(w), .. . ,bm° ( * ) ] -
66



Для этих задач справедлива, очевидно, теорема двойственности 12.1, 
а для их частных реализаций — теоремы 12.2—12.4. Формально задачи 
PVt w и P » tW ничего нового по сравнению с Ри  Р # не несут, но за счет смыс­
ла матриц С и В из них можно извлекать большое число частных случаев, 
которые интерпретируются через понятия векторной оптимизации, а сама 
теорема двойственности дает для этих случаев свой математический смысл. 
Причем (и это главное!) данные факты и их содержательный смысл имеют 
место для любого исходного матричного каркаса

т.е. без каких-либо предположений о разрешимости тех или иных задач, 
определяемых этим каркасом.

§ 13. Двойственность для несобственных задач 
линейного программирования 1-го рода

Несобственности 1-го рода соответствует случай М = ф,М* Фф, т.е. 
система А х < Ь ,  х > 0  несовместна, а А ти > с ,  и >  0 совместна. Тогда в 
общей схеме формирования задач Р  и P# можно в качестве подсистемы 
BqU > с° взять всю систему Вти > с ,  и мы получим задачи Рг n P f ,  т.е. 
задачи (11.9) и (11.10). Для них справедлива

Т е о р е м а  13.1. Если ( R j >  О)™0 таковы, что система ограничений 
в задаче Pjf* совместна, а операция sup в задаче Р{ достижима, то P f  разре­
шима и ее оптимальное значение совпадает с оптимальным значением 
задачи Р г .

Если задача Р$  разрешима, при этом совместна система

A TU >  С, U >  О, II М7 II * <  Rj V/ Е /,

где J = { / | Rj >  0 } , то Р х разрешима, при этом оптимальные значения этих 
задач совпадают.

Класс несобственных задач ЛП 1-го рода является в прикладном отноше­
нии, как уже отмечалось, наиболее важным. Поэтому вопросы двойствен­
ности для них мы обсудам более подробно.

Теорема 13.1 является общей. Зафиксируем ее некоторые частные 
случаи, соответствующие частным реализациям задачР  и Р #.

Если в Р х m0 = 1, то Pi и Р?  запишутся так:

Р и  : sup { ( с , * ) - Д о  H A iX - b 'Y W p ]  А 0х < Ъ ° ,  х > 0 )  , (13.1)

P f i : inf {(£, и) | А ти >  с, и >  0, Им1 II* <  R 0) ; П3.2)

здесь R0 >  0, и= [и0, и1] х II • Нр — произвольная монотонная норма про­
странства Ет. Для нее теорема двойственности может быть сформулирова­
на следующим образом.

Т е о р е м а  13.2. Из разрешимости Pi i следуют разрешимость задачи 
Р \ хи совпадение их оптимальных значений. Из совместности системы 
ограничений в задаче Р f i (при строгом неравенстве Нм1 IÎ  < R 0), т.е.
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совместности системы неравенств

А ти > с ,  и >  0, 11м1 И *< Д0, 

следуют разрешимость задач Р ц , Р  и  и совпадение их оптимальных значений.
Задаче (13.1) соответствует разбиение системы Ах  <  Ъ на подсистемы 

А0х < Ь°  и А хх <  Ь1. Этому разбиению ранее мы придавали такой смысл: 
А 0х<:Ь°, х > 0  — директивные ограничения, А хх < Ъ 1 — факультативные 
ограничения. Задача (13.1) выступает в качестве аппроксимирующей задачу
(10.9). В отмеченном п. 10.4 в качестве аппроксимирующей мы брали 
задачу (10.10), которая может быть получена из Рх, если в ней положить
Л/= */(/= ! , -• . , * ) :

к
P i2 : max{(c, j c ) -  Z Rj [(ay, х)  — bf ] + | A 0x < b ° , х > 0 } .  (13.3)

/ = 1
Таким образом, задаче (13.3) в § 10 был придан аппроксимационный 

смысл. Но теперь в соответствии с общей схемой можно выписать объект, 
двойственный к (13.3):

РХ2 : min {(b, и) \ А ти >с ,  и >  0, щ <  Rj (/ = 1 , . . .  , к)}  . (13.4)

Взаимно двойственные задачи Р12 и Р %  мы отметим особо, так как в P i2 
заложен наиболее простой и содержательно понятный тип аппроксимации 
несобственной задачи ЛП 1 -го рода, заданной в форме (11.1), — это с одной 
стороны. С другой — на основе связи между ними можно установить точное 
содержание назначения штрафных констант, по крайней мере в смысле 
следующих вопросов:

1. При каких Rj >  0 гарантируется разрешимость задачи Р\ 2 ?
2. Как величины Rj влияют на возможность интерпретации оптимального 

вектора й двойственной задачи Р как вектора оценок эффективности 
ресурсов bj (/ = 1 , . . . ,  к) (по аналогии с ситуацией из § 3, где рассматри­
вался смысл двойственности для разрешимых задач)?

Сразу же и ответим на эти вопросы.

Т е о р е м а 13.3. Задача Р х 2, т.е. (13.3), разрешима тогда и только тогда, 
когда совместна система ограничений в задаче Р\т.е . система

А ти >  с, и >  0, Uj<R j,  / = 1 , . . . ,  к.

Заметим, что эта теорема верна при любой исходной задаче линейного 
программирования, т.е. как разрешимой, таки неразрешимой. Обозначим 
через f (b )  функцию оптимума в (13.3), йт = [w2, . . .  ,йт] €  ArgР Х2.

Т е о р е м а  13.4. Если оптимальный вектор и задачи Р Х2 определяется 
однозначно, то

Э?(Ь)/ЭЬ7 = /= 1 (13.5)

здесь й т = [ f i i , .. . ,uk, .. . ,мт ] .

Частным случаем Р х2 и Р Х2 (при к =т)  является взаимно двойствен­
ная пара задач:

Р 13 : max {(с, x ) — (R, (Ах -  Ь)*) | х > 0 )  ,
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P f 3 : min { ( b, u) | A Tu >  c, 0 < u < R ) ;

здесь R = [R l f . .. ,Rm] >0 .
Выпишем ту симметрическую задачу, к к<?торой сводится решение задач 

/>12 и P f2 :

А 0х < b ° , х>0\ А ти > с , и > 0 ,  Uj < R j ,  j  = 1 ,.. . ,Л; 
fc

(Z>, м )< (с ,* ) -  ?  Rjtj, (affx ) - b j  <  tj9 t j >  0, / = 1 , . . . , * .
/ = i

Поправка этой системы на случай задач /  ̂3 и Pf$ очевидна.
Наравне с Р х i и Р^х выпишем их частный случай, когда А0= ф, т.е. A i = А. 
Тогда получаются задачи

P lA : s u p { ( c , x ) -R 0 \\ (Ах -ьу\\р \ х > 0 } ,  (13.6)

Р?4: min{(b, и )\ А ти > с ,  и > 0 у \\uVp < R 0) .  (13.7)

В (13.7) вместо inf поставлена операция min в связи с тем, что операция 
inf в этом случае автоматически достижима. Заметам, что система

А ти >  с, и >  0, IIm.II* <  Л 0 (13.8)

за счет выбора параметра R0 >  0 может быть всегда сделана совместной. 
Приведем еще одну формулировку теоремы двойственности для задач
(13.6) и (13.7).

Т е о р е м а 13.5. Из разрешимости Р ц  следует разрешимость /*м и 
совпадение их оптимальных значений. Из совместности системы (13.8) 
следует разрешимость задач Р ц  и РД  и совпадение их оптимальных зна­
чений.

В §2 рассматривались некоторые модели, например (2.2) и (2.4), для 
которых свойство несовместности системы ограничений, более того — даже 
тип не собственно ста (а именно 1 -го рода), возникали самым естественным 
образом. В модели (2.2) -  это результат необеспеченности ресурсами Ъ 
выполнения (тем более перевыполнения) плана х° ; в модели (2.4) — 
необеспеченность плана d ресурсами Ъ. Для этих двух моделей.мы выпишем 
варианты двойственных задач. Напомним, что двойственной (в смысле 
( * ) -правила) задачей к (2.2) является (3.7) . Задачам (2.2) и (3.7) (в пред­
положении, что (2.2) — несобственная задача ЛП 1-го рода) поставим в 
соответствие взаимно двойственные (в смысле (# )  -правила) задачи:

Р х5: max {(с, х) -  (R,(Ax -  b)+)  | х >  х } ,

P?s : min { (b, и) — (v, х ) | А ти -  v >  с, v>0 ,  0 <  и <  R }  .

Для задач (2.4) и (3.9) такой парой будут

P l6 : min {(с, * )  + /?, {Ах -  b)+)  | Р х >  d, х >  0 } ,

Р хв : max {(d, v) -  (b, и) | P Tv -  A Tu <  c, v >  0, 0 <  и <  R }  .

В / ^  минимизируется ресурсная невязка (приращение) при неизменяе­
мом плане d. Если ресурсы Ъ оставить неизменяемыми, корректирование
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плана будет подчинено задаче

Pi 7: min {(с, х)  + (г, (d -  Рх)+) | Ах <  Ь; х >  0 } ;

( #)-двойственной к ней будет

Р \7 : max { (d, и) — (Ь, м) | P Tv -  <  с, м > 0 , 0 <  и <  г }.

Еще раз обратимся к задаче Р\ 2 и ее частному случаю Рг 3. В них вектор с 
может быть нулевым. Тогда Р 1 2 перепишется в виде 

к
Р?2: mint 2  Л, [(ah х) -  Ъ,]+ | А 0х < .6 °, х > 0 } .

/ = 1
Связь между Pi 2 и Р ^  очевидная: Arg Pi 2 = Arg Р? 2 и opt Pi 2 = -  opt Pi°2. 
Смысл задачи Р °2 состоит в аппроксимации системы неравенств Ах <  Ь, 
Jt>0, если она несовместна. Двойственной к ней (в соответствии с (13.4)) 
будет задача

(Р?2)# : min {(* , и) | А ти >  0, и >  0, и, <  R,

(/=  1 , •

В силу теоремы двойственности дляP i2 и Р\г справедлива

Т е о р е м  а 13.6. Заданы Р \2 и (Р \°2 всегда разрешимы; при этом

opt Р® 2 + opt(/»?2) # = 0.

Аналогично, задачи

Р°13: т т { ( Л , И х - Ь ) +)| х > 0 ) ,

(Р?j ) # : min {(Ь,и) \ А ти > 0 , 0 < a < R )  

всегда разрешимы и

о {* Р ? 3 + о р 1 (^ 3) *  = 0.

Если же в задаче Pi 4 с = 0, то она при р = 2 преобразуется в задачу квад­
ратичной аппроксимации системы Ах <  Ь, х >  0:

P°i4 : min { \\(Ах -  b)* III х > 0 } ,

где II • II -  евклидова норма.
Задача Р\ц примет вид

min {(Ь, и) \ А ти >  0, и >  0, II и II <  R0)  •

Справедлива

Т е о р е м а 13.7. Задачи Р?4 и (Р?4) # разрешимы и 

Л 0ор1 Р ?4 +opt(/»?4) # = 0.

Заметим, что анализ случая с = 0 на основании предыдущих теорем 
двойственности прост, но он интересен с точки зрения двойственности для 
задач аппроксимации несовместных систем линейных неравенств.

70



§ 14. Двойственность для несобственных задач 
линейного программирования 2-го рода

Если L — несобственная задача ЛП 2-го рода, то L* — несобственная за­
дача ЛП 1-го рода. Поэтому применительно к L* мы могли бы повторить 
все содержание предыдущего параграфа. Конечно, здесь потребовалось бы 
переосмысление содержательных аспектов некоторых фактов, в частности 
связей двойственности с вопросами аппроксимаций.

Ниже мы остановимся лишь на некоторых моментах, а именно на соот­
ношении двойственности непосредственно и на формулах типа (13.5).

Несобственности 2-го рода соответствуют М Ф 0, М* = 0, поэтому воз­
можна реализация задач Р и Р 4 в форме (11Л 1) и (11Л 2), т.е. в форме за­
дач Р2 и Р2 . Интересны некоторые частные случаи задач Р2 и Р2 . Выпи­
шем их:

P2 l: sup{(c,*)| Ах < Ь У х > 0 ,  Ц*1 ||̂ < г 0},

/»?,: inf{(fc,M) + roll(c1 -fifu)*||*| B l u > c \  u >  0 );

здесь х т = [jc°, x 1 ] ,  A T = [fi0, Bt ]> II • II q — монотонная норма пространства 
размерности вектора*1;

Р22• т а х {(с ,х )|  А х < Ь у х > 0 ,  х, <  г,- (/= 1, ...,s0)h

?гг -  min{(Z», и) + 2  г, [с,- -  (ft,, и)] +| Blu > с ° ,  и >  0 };
/= 1

P2i: тах{(с,дг)| Ь, 0 < * < / • } ,

Р * 3: т т { (й ,м )  + (г, (с -  А ти)*)\ и >  0 );

Р24: max {(с, х)| Ах<*Ъ, х > 0 ,  ||х||ч <  г0},

Р?4: inf{(b, и) +г0 || (с -  А ти)*\\д \ и >  0}.

Пары задач { P 2i, P 2i) (i = 1, 2, 3, 4) выписаны в параллель с парами 
{Рцу P f i ) 0 ~ 1» 2, 3, 4). Для них справедливы соотношения двойствен­
ности (т.е. совпадение оптимальных значений).

Равенства (13.5) были соотнесены к задачам Р\ 2 и P f 2. Здесь мы приве­

дем аналог этих соотношений применительно к Р22 и Р 22. Если f * ( c )  -  
функция оптимума задачи Р 22 и оптимальный вектор х = [jc,, jc „ ]r  
задачи Р2 2 определяется однозначно, то справедливы соотношения

V  !*(c)/bci = х { /= 1 , л.

§ 15. Двойственность для несобственных задач 
применительно к разрешимым задачам 
линейного программирования

Основная теорема двойственности 11.1 и ее специальные случаи спра­
ведливы и для собственных, т.е. разрешимых задач линейного программи­
рования. Причем эти теоремы не теряют свойства новизны, т.е. они и для 
разрешимых задач дают новую информацию. Эта информация смыкается 
с теоремами, раскрывающими смысл методов штрафных функций, методов
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аппроксимаций и т.д. В полной мере этот вопрос мы рассматривать не бу­
дем. Коснемся его в той части, которая имеет отношение к содержанию § 5, 
посвященного методу штрафных функций. Перепишем задачу (5.1) в 
форме

L x\ тах {(с ,х )|  A x < b ,  B x < d , х > 0 )  (=: / ) .  (15.1)

Будем считать ее разрешимой. Тогда двойственная к ней

L\: min {(*>, и) + (d, v) \ATu + B Tv >  с, [ u , v ]> 0 )  (=: / * )

также разрешима, причем / = / * . В § 5 задаче (5.1) (следовательно, и 
задаче (15.1) при M = {x>0\  Вх была поставлена в соответствие
задача (5.2), т.е.

т 0
С,: max {(с ,х ) — 2  R, Ц А; Х  -  Ь( )*\\ри) I Вх <d,  х >  0 }(= : / * ) .

/= 1
(15.2)

В соответствии с отображением я, формирующим (# ) -двойственность, 
для (15.2) можно сформировать ( # ) -двойственную задачу в следующем 
виде:

C f: min{(Z>, w) + (d, u)| А Ти +BTv > c ,  [u ,v ]>  О,

Ни/Н;( 0 <Л/ 0 = (=: f % ) .  (15,3)

Задача (15.2) получена из (15.1) по методу штрафных функций, при этом 

условия Rj >  ||м; Ц*(/) (j = 1, m0) гарантируют их эквивалентность; 
здесь и т = [и1,..., um°]  Е ArgUL* (см. теорему 5.1).

Теперь может быть сформулирована более общая

Т е о р е м а  15.1 Если Rj >  Цй7 llp</> (/ = 1, •••, т0) у то 

Г = Г = Г я =  f t ,  (15.4)

т.е. оптимальные значения задач L l9 L\y Сх и C f совпадают. Если же Rj >
>  IIW7 Ир (У) (/= l,. ..,w 0),r o

ArgLj = ArgC,, A rg C fc  ArgLJ. (15.5)

На самом деле такого рода утверждений можно получить достаточно 
много, исходя из той или иной реализации отображения 7г и вида задания 
исходной задачи. Потребность в получении соответствующих утверждений 
может диктоваться чисто практическими соображениями, а последние 
подсказываются конкретным содержанием решаемой задачи и видом ее 
математической модели.

Приведем еще одну форму задач типа L\,L\,C\  и C f, для которых 
справедливы соотношения вида (15.4) и (15.5). В качестве исходной возь­
мем задачу;

L2: тгх{(с,х)\ AiX , А 0х<Ь°>  х > 0 ) .

Тогда

L\'. min{(Z>,ы)| B j u > b l , В $и > с ° ,  и >  0);
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здесь

| ^ ‘ ]  = [ f i ,5 o ],  Ст= [ с ' , с ° ] ,  ЬТ =[Ъ\Ъ°] .

Для Ь2 и /,2 аналогами задач Cj и С * будут

С2: m a x {(r ,x )- (/ * ,0 4 i*  -  Ь1)* )! Л 0* < Ь 0, х > 0 ,  х 1 <  > } ,

С *: min{(b,w) + (r,(jfffw -  с 1 )*)| BqU > c°\ u > О, и1 <  Л }.

Здесь О < R  G Emi {mx — размерность вектора bl ), 0 < r E £ Wi (wi — раз­
мерность вектора с1), ит = [w1,w ° ] ,x r = [ * 1 ,дг°].

Т е о р е м а  15.2. Пусть х = [х1, х ° ]  G ArgL2, [и1, 2го] Е AigL2. Если 
R >  и 19 г > х 1,то оптимальные значения задач L 2yL2fC2 и С2 совпадают. 
Если же R > u l у r > x l уЮ Arg L 2 = ArgC2, Arg С2 С ArgZJ.

Возьмем задачи L x и L* в форме

L: шах{(с,дс)| А х < Ь 9 х > 0 } ,

L *: min{(b,w)| Л ги > с ,  л  >  0 }

и будем считать одну из них (и, следовательно, обе) разрешимой. Зафик­
сируем частную реализацию задач Сх и C f  применительно к L и L * :

С: т а х {(с ,х ) -  (Л, (Лх -  6)+)| х > 0 } ,

С# : min{(&, w)l 0 < м < Л } .

Задача С есть частный случай задачи (5.2), возникшей при рассмотрении 
метода штрафных функций (а именно в (5.2) нужно положить М  =
Aj = aj у bj = bJ\ т.е. AjX -  b7 = (ду, x ) -  6y).

Теорема 5.1. говорит о том, что при R Е (М + ^ ) °  справедливо равен­

ство ArgZ, = Arg С, а при Л ЕЛ/ + гарантируется лишь opt/, = optC; выше 
( ) °  означает внутренность множества, стоящего в скобках.

Но что можно сказать о разрешимости задачи С, если R + Е^1 Этот 
вопрос возникает в рамках анализа метода штрафных функций в форме 
задачи С при разрешимости задачи L. Ответ можно дать на основе теоремы 
двойственности, связывающей задачи Си С#.

Т е о р е м а  15.3 Задача С разрешима тогда и только тогда, когда сис­
тема неравенств

А ти > С у  0 < u < R , 

совместна.

Применительно к задаче Сх эта теорема приобретает следующий вид: 
задача Сх разрешима тогда и только тогда, когда система ограничений 
в C f совместна, т.е совместна система неравенств

A Tu + BTv > c ,  [ u , v ] > 0, ||и; ||р(/)<Д/, j = l , . . . , m 0.
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§ 16. Характеристика оптимальных решений задач Р  и />#

В этом параграфе мы остановимся на характеризации оптимальных 
решений задач Р  и Р ? 9 т.е. *(11.3) и (11.4). Такая характеризация вбирает 
условия оптимальности для допустимых векторов х и м , свойство их ста­
ционарности, аппроксимационный смысл, а также интерпретацию вектора

и Е ArgР # через маргинальные значения функции оптимума /я,г(5)  зада­
чи?; здесь s= [ с,А,Ь] .

Ниже будет идти речь о несобственных задачах (11.1) и (11.2). При не­
отрицательных х и м векторы (Ах -  Ъ)+ и (с -  А ти)+ дают невязки для 
систем ограничений этих задач. Введем для невязок обозначения А ХЪ и 
А ис соответственно. Если зафиксировать х >  0 и м >  0, то задачи

т а х { ( с -  А „с,  х)| Ах <  b + Ах Ь, х > 0 }, (16.1)

min{(c + А*£,м )| А ти > с  + Ай с , и > 0 }  (16.2)

являются взаимно двойственными и разрешимыми.
Вектор [х, U ] >  0 будем называть стационарным для (11.1) и (11.2), 

если* Е Arg(16.1) им Е Arg(16.2).
Легко видеть, что вектор [х , м ] >  0 стационарен тогда и только тогда, 

когда он является решением уравнения

(с -  (с -  А ти)\ х ) = (Ь+ (Ах -  Ь)\ и). (16.3)

Ниже задачи Р  и — это задачи (11.3) и (11.4).

Т е о р е м а  16.1 Если [х , м ] Е ArgР  X ArgP#, то вектор [х , и ] явля­
ется стационарным, т.е. удовлетворяет уравнению (16.3).

Однако стационарный вектор [х , м ] >  0 не обязан давать оптимальные 
решения задач Р  и Р #, т.е. не обязательно х Е ArgP и и Е ArgР #. Но если 
х удовлетворяет неравенствам системы А 0х <  Ь° и м — неравенствам сис­
темы Во и > с ° , причем выполняются условия

( (AjX - b 1)*, м;)=  1104/х — *7)+11#>(/> - УИр(/>» /= 1,...,/я0,

((с* -  В?й ) * ,х {) = \\(с{ -  В[йУ\\я({) •Н^,|15(/)» * = !>•••» «о,

то х -  оптимальный вектор задачи Р  и м — оптимальный вектор задачи Р # , 
в которых положено

Л/=1|м'||£</), /=1,...,/я0, П= Нх'Н^/), /=1,...,и0.

Для оптимальности векторов х > 0 и м  > 0 в  задачах Р  и Р # можно вы­
писать необходимые и достаточные условия, однако они достаточно гро­
моздки. Поэтому мы ограничимся случаем задач Р0 и Р<?, т.е. (11.5) 
и (11.6).

Т е о р е м а  16.2. Пусть 0 <  х <  г и 0 < й  <  R. Векторы х и м тогда 
и только тогда оптимальны для Р и Р #, когда выполняются соотношения 

(Ах -  Ъ -  (Ах -  b f, м) = 0, ((с -  А тй)*у х -  г) = О,

(с - А тй -  (с -  А тй)*>х ) = 0, ( (Ах -  Ъ)+, ы -  Я ) = 0.
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Предположим, что Р  и Р *  суть /-задачи, т.е. в них все нормы 1Н1Р(/) и 
II-II„(О вида || Но и || • || j . В задаче Р  положим

Rj = R0Vf, vf > 0, /=1, . . . ,т0, 
т*

/ о (* )  =  ' L v j W i A j X  -  b ^ W p f j ) .

Напомним ранее введенное обозначение 

М(г)={х>0\ А0х<Ь ° ,  ||х'||<г(0< г < 0=1,. .. ,ио) } .

Пусть

Л/(Л0,г ) = Argmax{/o(x)| *Е Л / (г )}.

Выпишем задачу

jc ) |  х GM(R0n г)} . (16.4)
Т е о р е м а  16.3. Если Р -  1-задача, то при достаточно большом R 0 >  О 

Arg(16.4) = Arg/\

причем в этом случае в Р параметры Rj и связаны соотношением Rj = 
= R0Vj 0 = 1, .. . ,т 0).

Эта теорема разъясняет аппроксимационный смысл задачи Р, а именно:
т0

вначале решается задача минимизации невязки f 0(x) = 2  ty \ \ (A jX  -  £7)+ll/?(/)
у- i

на множестве М (г )9 а затем на аппроксимационном множестве Л/последней 
отыскивается максимум функции (с, х ) . Смысл теоремы состоит в том, 
что сформулированная двухэтапная задача эквивалентна задаче Р.

На самом деле при подходящем выборе параметров Rj 0 =1 » •••> ^ о ) 
задача Р будет эквивалентна заключительной из задач:

(1) т М Н О М  -  Ь1)+||р(1)| хЕЛ/(г)},

(2) min{ \\(Л2х -  Ь2)+||р(2) | х Е A rg (l)},

( т 0 )  m in {|| (/ lW ox  -  &т ° ) р ( т 0 ) I * E A r g (A W 0 -  1 ) } ,

m a x { (с, х) | jc Е  A r g (m 0 ) }  . (1 6 .5 )

Это  соответствует методу последовательной коррекции, который будет 
рассмотрен в гл. IV.

Задачу Р, т.е. (11.3), можно эквивалентно переписать в форме

т 0

s u p {(c ,* )-  2  Л/1к% (/)1 A j X < b ' + t J\ А 0х < Ь° ,  
у-1

[x , t l ,. . . ,tm° ]> 0 ,  \\х‘\\ч(п <  rt (/= 1.....m0;/ =  1, • (16.6)

Для нее образуем функцию Лагранжа 
F(x\t\u\s) =

т о то
= ( с , х )~  '2  /*/№%(/> -  2  (и7’ Л/* -  f/ -  * 0 »

/= 1 /'= 1
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отразив в ней не все ограничения, а только AjX -  f7 <  b* (j = 1, m0) ;  
здесь s = [ c,A,b] .

Задача (16.6) эквивалентна задаче
sup . inf F (x ,f,w ;s ), (16.7)

x e  Л/(г) и >  о

где

M (r )= { j c > O M 0JC <i°, <  r, (/ = 1 ,...,«0)>,

n ?,=  r =  [ t1,

Т е о р е м а  16.4. В условиях теоремы 12.1 

Arg/»# = Arg„ (16.7).

Если / — любое ненулевое направление в пространстве размерности век­
тора s = [с,Л, Ь ] , то с использованием формулы (4.17) получается

Т е о р е м а  16.5 Пусть оптимальные множества ArgР и ArgP# не пусты 
и ограничены. Справедлива формула 

bf R r(s)
— ------- = max min [(с, x)  + (b -  Ax, u)]. (16.8)

Э/ x G ArgP и €E ArgP

В частности, если ArgP = { it }, Arg/># = { м }, т.е. задачи РиР** однозначно 
разрешимы, то

э/л,г(0  ~ Э/Л,г&) _ Э / * »

= - £ Г = Xi ’ ~ ^ Г = ’

/= 1, / = 1, ..„л.



Г Л А В А  IV

МЕТОДЫ КОРРЕКЦИИ НЕСОБСТВЕННЫХ ЗАДАЧ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Коррекция несобственных задач ЛП так или иначе связана с аппроксима­
цией несовместных систем линейных неравенств. Рассмотрим этот вопрос 
особо.

§ 17. Аппроксимация несовместных систем линейных неравенств

Пусть задана произвольная система линейных неравенств, разбитая на 
две подсистемы

A x < b ,  Bx<d, х > 0  (17.1)

так, что Q = {х  >  0 \ Вх < d )  Ф 0, т.е. подсистема Вх < d ,  х >  0 совмест­
на. Эта подсистема может быть и пустой (т.е. подсистема не выделяется).

Вектор (Ах -  Ь)+ Е  Ет есть вектор невязок подсистемы Ах <Z>, отве­
чающий вектору х Е  Еп. Вектору невязок можно поставить в соответст­
вие меру невязки d((Ax -  Ь)*).

Пусть задана функция d (у) , определенная на Е^  = {  у >  0 \у Е  Ет } и 
обладающая свойствами: d (0) =0 ; d(y) > 0  при 0 Ф у >  0; d(y) >  d(z ) 
при у >  z >  0. С помощью функции d (у ) сформируем функцию невязки 
g (х ) = d ( [Ах -  Ь] + ) для системы Ах <6 . Задачу аппроксимации системы
(9.1) можно теперь поставить в таком виде:

m in {* (x )| *E e >  (= :£ ). (17.2)

В (17.2) g = 0 тогда и только тогда, когда система (9.1) совместна. Число. 
g называется уклонением системы (17.1) на Q по функции невязки # (х ).  

Приведем примеры функций невязки £ (х ) :

1) £ о (* )=  \\(Лх -  6)+||0;

2) * , ( * )=  Н И х - * Г  Hi;
3) й ( * ) = Н й л г - - * П а;

4) g3(x) = ( r , ( A x - b ) +). m

Здесь ||z||o =  II [ z i t . . . ,  zm ]  Ho =  m ax|z ,| , ||z|li =  2  |zy |, ||z|| =  
m i / _ 1 -

= ( Д ,  z/ ) ' /2>r =  tr i> • • • >rm] >0 .

77



Приведем одну из конкретных процедур отыскания невязки системы
(17.1) при Q=E^ и

т
£ (х )=  2  r , i ; 2( x l  

/■= 1

где /у-( jc )  = (aj, х ) — bj, aj -  у-я строка матрицы >4, b = [ 6 , , . . . ,  Ьт ] г . 
Этому соответствует запись задачи (17.2) в виде

т
min 2 / > [/ , » ]2 (= :£ ). (17.3)

/= 1

Если система линейных ограничений записана в канонической форме 

А х -b ,  х > 0 ,

то ее квадратичная аппроксимация, соответствующая постановке (17.3), 
примет вид

min 2  n l j ( x ) .
х > 0  /= 1 7

Построим отображение (фейеровское [9 ]) х ~+ф(х):

<р(х) =
X т 

х - -  2  rf i; (x)a,
о / = 1

(17.4)

здесь 0 <  X <  1,5 = 2  rj  ||д;- ||2. Исходя из произвольного начального век-
i = 1

тора хг0, можно индуктивно породить последовательность { * * }  о°° с по­
мощью рекуррентного соотношения хк + 1 =^р(хк)(к  = 0, 1,. . . ) .  Построен­
ная последовательность сходится к точке х >  0 минимума функции#(х) ;
следовательно, lim g ( x k) = Е , где Е определено согласно (17.3) [9 ]. 

к
Выпишем аналог процесса (17.4) для системы смешанного вида:

/,•(*) = 0, у € Л ;  /,-(*)<0, /€У2, (17.5)

но с регуляризацией (по Тихонову). Если положить g  (х ) = 2  r j l ] ( x)  +
/еу |

+ 2  г7 I f  2 (х) , то минимизирующий эту функцию процесс запишется
7 е  J  г

в виде

Хк+Х = ъ ( х к), (17.6)

X
где <pg (x) =х -  -  [ 2  г j I/ (х)а, + 2  г, // (х)а; ] . 

о /е./, уе./ 2

Регуляризация функции g  (jc) будет состоять в добавлении к ней слагае­
мого е || дс ||2, в >  0. *Гогда точка минимума функции

ge (*) = £(x) + e|U II 2

78



будет аппроксимировать проекцию нуля на Arg ming (х ) , причем тем точ-
л*

ней, чем меньше е >  0. Процесс минимизации функции g€ (х) в соответ­
ствии с (17.6) будет задаваться рекуррентным соотношением

* fc+i = * * - - (  2  ri lj (xk)a/ + 2  r///4x* )e / + ex*],
d j&J, je .i2

где d = fi + e w , 0 < X < l  .Выписанный процесс поиска точки минимума функ­
ции gc (х ) является устойчивым относительно вариации данных системы 
(17.5), т.е. ее коэффициентов и свободных членов.

Процесс x * +1 = ip(xk) в силу итерационного оператора (17.4) при/*у = 1 
(/ = 1,. .. , т) минимизирует, как уже было сказано, функцию невязки 
g2 (х ) системы (17.1). Отыскание минимума функций невязок £ о (* ),  
g j (х ) и g3 (х ) сводится к решению некоторых задач линейного програм­
мирования. Выпишем эти задачи. Задача (17.2) при#(х ) = g0 ( * )  экви­
валентна задаче ЛП

min {/ I Ij (х) <  Г, t >  0, х Е  Q (/ = 1........т) } ;

при я (х ) =g 1 (х ) -  задаче ЛП

т
min { 2  t/\l j (x)<tj ,  t)> 0, x E Q  (/'= 1,. . .  ,m)> ;

i= i

при g  (jc) =g  3 (x ) -  задаче ЛП

m
min { 2  Tjtj | l j ( x ) < t h t j >  0, x E Q  ( j  = 1, . . . , #7i) }  .

/= i

К вопросу аппроксимации несовместной системы линейных нера­
венств (пусть (17.1)) можно подойти не только с описанных позиций, 
т.е. с позиций задачи (17.2). Можно предложить подход на основе паре- 
товской минимизации вектора невязки (Ах -  Ь) * на множестве Q = 
= [ х >  0 |Вх <d  У Фф (см. § 6) , т.е.

min* { (Ах -  b)+\Bx<d, х > 0 )  . (17.7)

Хотя бы одну точку х , реализующую такую аппроксимацию, можно найти 
(как это объяснено в § 6) согласно задаче

min {(u, (Ах -  b)*)\Bx < d, х > 0 }  ,

где v >  0. Последняя же имеет вид задачи (17.2) при g (х) = (и, (Ах -  Ь) + ) ,  
т.е. вид функции g3 ( х ) . Если требуется найти специальное решение задачи
(17.7), например такое, которое минимизирует какой-либо функционал 
(с*°, х ) , то достаточно перейти к задаче

min { ( с ° ,х ) + (и, (Ах -  b)*)\Bx <d ,  х >  0 } .

Смысл этой редукции изложен в § 6.
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§ 18. Метод параметризации

Существо этого метода было изложено в § 9. Здесь мы рассмотрим его 
различные реализации применительно к несобственным задачам ЛП. 

Перепишем задачу (7.1) в виде

L: тах {/0(х) I //(*)< 0 ( / = 1 , . . . , т ) ,  х > 0 ) ;  (18.1)

здесь /0 (х ) = (с, jc) , lj (х) = (ctj,x) — bj (J = 1,. . . , m) . Эта задача разными 
способами может быть параметризирована, т.е. погружена в класс параметри­
ческих задач

Ly. max{/o H(Jc)|//L v ] ( * ) < 0 ( y = l , . . . ,m ) ,  * > 0 } ,  (18.2)

где у — векторный параметр с некоторой областью определения У, при не­
котором значении которого у = у0 задача (18.2) .превращается в задачу
(18.1 ),т.е./0 Lvo] ( * )  = l o (x ) , l j  [уо] (* )  =  // (х ) 0 = 1 , . . .  ,т) .

Пусть

У0 = { у Е Y | задача (18.2) разрешима} .

Выбрав тем или иным образом функцию $(у) — функцию качества ап­
проксимации, мы можем поставить задачу

min {<р(у) I у Е У0 }  . (18.3)

Если v Е Arg (18.3), то задачей, аппроксимирующей (18.1) по критерию 
^ О ) , будет

max {/о [Л (х )  I / / [? ](* )<  0 (/ = 1 -----, т ) ,  х > 0 ) .  (18.4)

Рассмотрим некоторые способы параметризации задачи (18.1) и соот­
ветствующих ее коррекций.

18,1. Поставим в соответствие задаче (18.1) (т.е. задаче (7.1)) задачу

L A: max {(г  -  Ас, х) \ Ах <  b + АЬ\ х > 0 )  ч

роль параметра в которой играет у = [Ас, А Ь]. Выбрав в качестве <р(у), 
например, одну из функций || Дс ||,- + || АЬ ||,* (/ =0 , 1), задачу аппрокси­
мации (18.3) можно будет переписать в таком риде:

min {|| Дс ||; + || АЬ ||/ \Ах<Ь + АЬ , [j c , АЬ] >  0,

А ти > с - А с , [и Дс] > 0 }  , / = 0,1. (18.5)

Действительно, в рассматриваемом случае

У0 = {  [Дс, ДЬ] >0\М(АЬ)Фф, М * ( А с ) * ф } ,

гд еМ(АЬ)  = (х  \Ах + Abyx >  0 ) ,М* (Дс) = {  и\Ати >  с -  Ас , и >  0 } . 
Отсюда и следует правомерность перезаписи задачи (18.3) в форме (18.5).

Задача (18.5), как легко видеть, разбивается на две самостоятельные 
задачи:

тп[\\АЬ\и\Ах<Ь + АЬч [х, АЬ] >  0 } ,  (18.6)

min {|| Дс ||,- | А ти »  -  Дс, [м, Дс] >  0} , (18.7)

/ = 0, 1.
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Заметим, что если L  — НЗ ЛП 1-го рода, то минимум в (18.6) равен 
нулю; если же L  -  НЗ ЛП 2-го рода, то минимум в (18.7) равен нулю. 
В случае, когда L — НЗ ЛП 3-го рода, минимумы в (18.6) и (18.7) поло­
жительны. Последнее говорит о том, что в случае НЗ ЛП 3-го рода требу­
ется корректировка как вектора Ь, так и вектора с.

Рассмотренная здесь коррекция-алгоритмически реализуется в рамках 
методов ЛП. Действительно, пусть в (18.6) i = 0, т.е. || АЬ ||0 = max I Abj |.

/
Тогда (18.6) можно переписать в форме задачи ЛП:

m m [ t \ A b j< t  (/= 1 , . . .  ,/я), 4 х < £  + АЬ, [х, А Ь ] > 0 ) .

Последнюю можно решить любым из методов ЛП.
Если i = 1, то (18.6) переписывается в виде

т
min {  2  tj | Abj < t j  (/ = 1 , . . . ,  m), A x < b  + Ab, [x, Ab] >  0 }  .

7=1

Это также задача ЛП с переменным вектором [х, Ab, tx, . . . ,  tm ] .
Задачу (18.7) аналогичным образом можно свести к линейной про­

грамме.
18.2. Рассмотрим параметризацию в форме задачи L& с выбором крите­

рия аппроксимации <р (у) = (г, АЬ) + (R, Ас) , где

г=  [Гц,. . .  , гт] > 0 , R = [/?i,. . .  ,Д „] > 0 .

Тогда задача аппроксимации (18.3) запишется в форме

min {(г, Ab) + (R, Ас) \ Ах <  Ь + АЬ, [х, АЬ] >  О,

АТи > с  -  Ас, [м, Ас] > 0 }  .

Она распадается на две самостоятельных задачи ЛП:

min {  (г, АЬ) | Ах < Ь  + АЬ, [ х , А Ь ] >  0 } ,  (18.8)

min {(R,  Ас) 1Ати > с  -  Ас, [ и , А с ]>  0 } . (18.9)

Если L -  НЗ ЛП 1-го рода, то в задаче (18.9) минимум достигается при 
Ас = 0, и дело сводится к решению задачи (18.8). Если же L — НЗ ЛП 
2-го рода, то минимум в (18.8) достигается при А Ь = 0, при этом необ­
ходимо решить задачу (18.9).

Если А Ь Е Arg (18.8), Ac G Arg (18.9), то для задачи L скорректирован­
ной будет задача

max {(с  -  Ас,х)\Ах < Ь  + АЬ, х > 0 } ,  (18.10)

а для L* — задача

min {(Ь + АЬ, и) | АТи >  — с -  Ас, и > 0 ) .  (18.11)

Таким образом, коррекция задачи L по критерию </?(у) = (г, АЬ) + 
+ (R , Ас) сводится к решению задач (18.8) и (18.9), а затем (18.10) и
(18.11). В случае НЗ ЛП 1-го рода необходимо решить (18.8), а затем (18.10) 
при Ас = 0, т.е.

max {(с ,х ) \Ах<Ь  + АЬ, х > 0 ) .  (18.12)
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В случае же НЗ ЛП 2-го рода надо решить (18.9), а затем (18.11) при 
АЬ = 0, т.е.

m ax{(c -  A c , jc )  | Ах < Ь, х > 0 ]  . (18.13)

Следовательно, в рассматриваемых случаях анализ несобственной задачи 
ЛП носит двухэтапный характер: вначале решается задача коррекции мо­
дели (на основе параметризации), а потом ищется решение откорректи­
рованной задачи. Возникает вопрос: нельзя ли эти два этапа соединить в 
одной задаче? Оказывается, можно.

18.3. Рассмотрим задачу ЛП в записи

шах { (с, jc )  | A x < b ,  x S Q )  , (18.14)

где Q — многогранник, заданный системой линейных неравенств. Если Q = 
= 2^, то задача (18.14) превращается в задачу L , т.е. в (18.1). Пусть
(18.14) — НЗ ЛП 1-го рода. Поставим ей в соответствие задачу

та х {(с, х)  -  г о (г, (Ах -  b)* | дс G Q > , (18.15)

где г = [г ! , . . . ,  гт\ >  0, г о >  0 — скалярная величина. Последняя задача 
может быть переписана в виде

max {(с, дс) - г0(г, АЬ) \Ах < Ь  + АЬ, дс е  Q, А Ь > 0 ) .  (18.16)

Задача (18.16) реализует соединение двух этапов коррекции, описанных 
в п. 18.2:

min {(г, АЬ) | Ах < Ь  + АЬ, xGQ,  А Ь >  0 ) ,  (18.17)

max {(с, дс) | Ах < Ь  + АЬ, дс E Q } ,  (18.18)

rfleA ^G A rg  (18.17). При Q =Е% это задачи (18.8) и (18.12).

Т е о р е м а  18.1. Если (18.14) -  НЗ ЛП 1 -го рода, то при достаточно 
большом г о >  0 задача (18.16) эквивалентна задаче (18.18) в смысле сов­
падения множества тех х, на которых достигается в этих задачах экст­
ремум.

Рассмотрим аналогично случай НЗ ЛП 2-го рода. Пусть в (18.14) Q = 
= Е„ . Тогда надлежит соединить в одну задачи (18.9) и (18.11) при 
АЬ = 0. Это реализует задача

min {(6, и) + Д0 (R, (с -  А ти)*) | х >  0 }, 

или, в другой записи,

min {(Ь, и) + R 0(R, Ас) | А ти > с  -  Ас, [м, Дс] >  0 ).  (18.19)

Т е о р е м а  18.2. Если (18.14) при Q = Е$ -  НЗ ЛП 2-го рода, то при
достаточно большом R0 >  0 задачи (18.19) и (18.11) при АЬ = 0 эквива­
лентны в смысле совпадения множеств тех и, на которых достигается в 
этих задачах экстремум.

Обратим внимание на частный случай способа коррекции несовместной 
системы ограничений (пусть в форме (18.8)). Можно зафиксировать век­
тор АЬ >  0 и в качестве приращения вектора Ь рассматривать АЬ = tAb,
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где t — параметр. Тогда задача (18.8) запишется так:

min { t (г, АЬ) | Ах <  Ь + tAb [x, t]  >  0 ) .

Аналогично задача (18.9) заменится на

min {/i(R, Ac) I ATu > c  -  \i Ac, [и, ц] >  0 } ,

где Ac >  0 — фиксированный вектор.
Векторы Ab и Ас задают пропорции возможных вариаций (изменений) 

вектора b (вектора ресурсов) и вектора с (вектора цен на ресурсы).
Остановимся еще на случае коррекции задачи (18.14) при ее параметри­

зации в виде

max { (с ,х )М ;с < Ь  + АЬ, xG Q }  (18.20)

и при (А Ь ) = || АЬ||2. Пусть Q = { *  >  0|2?х <</} Фф и Ати + BTv >  с, 
[и, у] >  0 — совместная система, т.е. (18.4) — несобственная задача ЛП 
1-го рода.

Корректирующая задача может быть записана в виде 

min { || (Ab)*  ||2 | Ах <  Ь + АЬ, x G Q )  

или

min {|| (Ах -  Ь)+ ||2 |B x < d ,  х > 0 ) .

Последняя эквивалентна (асимптотически при г -* + °°) задаче

min (II (Ах -  Ь )+ ||2 +г || (Вх -  d)+ ||2 }  . (18.21)
х > 0

Вид этой задачи совпадает с (17.3), поэтому для ее решения можно 
применить фейеровский метод, изложенный для (17.3) (см. § 17).

18.4. Существенно более трудными (и в смысле теоретического анали­
за, и в смысле алгоритмов) является вопрос о коррекции задачи (7.1) 
в случае, когда параметризация ее осуществляется по всему массиву исход­
ной информации. Этот вопрос был изучен А.А. Ватолиным [10, § 12, 13]. 
Его можно свести к аппроксимации симметрической задачи, поставленной 
в соответствие исходной модели ЛП, т.е. аппроксимации некоторой сис­
темы линейных неравенств.

Итак, рассмотрим в качестве объекта аппроксимации систему линей­
ных неравенств в форме

A x < b ,  x G M 0, (18.22)
а также в форме

Ах = Ь, jcGM 0. (18.23)

Здесь А = [ai i ] m>n, b = [ b l , . . . , b m] T G R m,M0 = { x < = R n \A0x < b 0}*<t>,

Системам (18.22), (18.23) поставим в соответствие системы 

(А + Н ) х < Ь - р , х е М 0, (18.24)

(А + Н ) х  = Ь - р , х&Мо,  (18.25)

где Я  = [h,i\mtn, р = [hUn+l, . . . ,  V „ +. i ] r  G R w -  матрица и вектор
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параметров. Введем обозначения:

fy = [А/ь • • • >tyf/t + 1] r E R ' l + 1, /=  1, • • • > т 9

\Н> р] ~ [hji] т,п +1» 
А = [Ai 1, . . . ,  А1я + 1, h21, . . . , hm n + i ]  G R m^ +1) }

Ki  = {Л  | система (18.24) совместна),

K2 = {Л  | система (18.25) совместна) .

Задачи аппроксимации систем (18.22), (18.23) запишем соответственно 
в виде

Dt: inf (Ф (Л ) | Л Е/Г; П 5 ) (= : а,), /=1,2.

где Ф (Л) -  функция качества аппроксимации, S С R w <я +1)
В дальнейшем будем считать, что Ф и  S удовлетворяют следующим ус­

ловиям:
Ф(Л) = ^ ( Л 1), . . . ,* (А т )),

S = P  X Р  X ... X Р  С R "*("+0  i> с  R "+1,

т

где функция Ъ и множество Р  таковы, что для любого неотрицательного 
числа у выполняется

<2 (7 )  = Р  П {м €  R”+1 | Ф ( и )  <  7 > =  7(2.

G = Q ( l )  -  выпуклое полиэдральное множество, содержащее начало коор­
динат и ограниченное, Q Ф {  0 ), ^ (0 ) =0 . Например, Ф может быть выпук­
лой кусочно линейной положительно однородной функцией, отображающей 
R” в R + , а Р — выпуклым полиэдральным конусом с вершиной в начале 
координат. Заметим, что на вид функции мы пока никаких ограничений 
не накладываем.

Ниже формулируются теоремы, заключающие в себе методы решения 
задач D x и Ь 2 соответственно. Каждый из этих методов представляет собой 
схему, по которой решение задачи D x или D2 (с билинейными ограниче­
ниями) сводится к решению конечного набора задач (18.26) или (18.30) 
соответственно, в которых ограничения линейны, а в качестве целевой 
функции выступает функция <р. В частности, если выпукла, то решение 
задач D x, D2 сведется к решению задач выпуклого программирования 
(ВП) с линейными ограничениями, если же у выпукла и кусочно линейна — 
к решению задач ЛП.

Введем ряд обозначений. Пусть

/ = [/i >•••> /т] ^  Rm, 

и = [u l t ..., M„+i ] r ,

dj = [<*д, otf„ , - b j ] T, j  = 1 , m,

В  = [ A 0 , - Ь ° ] .
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Пусть, далее, С = {  с1, ..., с М  -  произвольное подмножество совокуп­
ности вершин выпуклого полиэдрального множества Q , обладающее 
свойством

V w Е £/ = { и = [ х х, . . . ,хп , \ ] т \х е м 0) ,  З с 'Е С : 

с7 Е Arg min { (м ,  и) | и Е 0 ).

Положив L = {  1 , /  о ) f обозначим

Тх = { r  \3h е  К х П S, t; *  Ф (й,) (/ = 1,...,ти)>,

A 'i ( / )= { r |  t >  О, tj >  (dj, и) (/=  1,..., /71), <  О,

ыя+1 >  0, (с ;, м) = - 1 ) ,  I G L, Т2 = U * , ( / ) ,
/е L

G , ( r )  = { Л Е ^  П Л ^ )  <  /у (/ = 1 , . . . ,т ) } ,

M x(h)  = { *  Е  Л/0 I (Л  + Я )х  <  b -  р }.

Вектор А (Г, / ) определим посредством соотношений

АДг,/) = t,cl, / = 1 , .. . ,/ 0 .

Пусть функция определена на R™; К х и Vx( l )  (/ E L )  -  оптимальные 
множества задачи D x и задач

in f < * (O U  е  К х( 1 ) )  ( : = « ! ( / ) ) ,  / Е L. (18.26)

Положим 1>х = min{ui (/ ) | / E L }  (если 3/, Uj (/ ) = -«> , ю  uj = - «> ; 
если К х (/ ) = ф, то « ! ( / ) =  +оо),

L x = {/| u i(/ ) = vx)y L ( t )  = {/ Е  L \ t  Е  K x( l ) } .

Т е о р е м а  18.3. 1) Для любого t Е  К х(1)  С Т2 (/ Е  Z,) справедливо

h(t, l ) G K x П 5, * (А ; (Г, /)) = tj9 j  = 1,..., m. (18.27)

Если при некотором с1 Ф 0 (/ E L )  совместна система

п

Ах <  Ь, 2 cU i = -с 'п+1 , х < = М 0, (18.28)
i = 1

го 7*2 С Тх = R™ и при упомянутом I для любого t >  0 выполняется 
(18.27).

2) Яусгь для каждого I EZ, система (18.28) несовместна. Тогда Тх - Т 2,

ох = vx, h(t,  I )  £ К х для любых l E L x, t E V x ( l ) .  Если, кроме того, 
функция у удовлетворяет условию

О <  Г1 <  Г2 => ^ (Г 1 ) <  ^(/2), (18.29)
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то h(t,  /) E Gi ( t )  С Ki (для любых I E L b  t E V x (/ ) ) ,  причем 

U M x(h) = U * ) )
AGCj(f) К  €z J

для любого J , удовлетворяющего условию L ( t )  С J С Z,.
3) isc/ш Л/0 ограничено, то неравенство ип+{ >  0 в определении мно­

жеств К х (/ ) (/ Е L )  можно заменить на ип+\ >  0, а если, кроме тогоу 
известно, */го | Л/0 I =£ 1 ( | Л/0 | -  мощность множества М0) , го эго неравен­
ство можно опустить.

Обращаясь к рассмотрению задачи D2, будем дополнительно предпола­
гать, что множество Q обладает свойством симметричности: Q = — Q. 
Введем обозначения:

М2(И) = {х  \ (А + # ) *  = b — р, х Е М0 ),

M U t . l )  =  { х  I [ X , ...... Хп , 1 ] г = и ,  ( d j  + h j ( t ,  /), и )  <  О, 

( d f  -  АД/, I ) ,  и )  >  О (/ = 1 , m ) ,  В и  <  0 ) ,

G2( t ) = { h S K 2 П 5 | Ф(А/) <  0- (/ = 1 , m) } ,

^ 2 (0  = (  t \tj = (cf7-, m) (/ = 1 , m),

Bu <  0, ыл+1 >  0, ( с и)  = - 1 } ,  Г3 = U £ г (/),

Пусть функция определена на R™, К2 — оптимальное множество зада­
чи D2t V2( l )  -  множества векторов [s, t ] Е R 2w, являющихся решением 
соответственно задач

in f { * ( j )  | s >  t, s >  - t ,  t K2( l ) }  ( := v2(l)), I Е L. (18.30)

Величины v2, L 2 определим аналогично их, т.е.

v2 = min {v2( l )  I / E L ) ,  Z,2 = { / E L I u2( 0  = ^  •

Т е .о р е м а  18.4. 1) Для любого t E K2( l )  С T3 ( / E L )  справедливо

h(t, 1 ) е к 2 n 5, Ф(ЙДЛ /)) = Uy I, / = 1 , m. (18.31)

Если при некотором с1 Ф 0 (/ E L )  совместна система
п

Ах  = 6, 2  c\xf = *  е  ЛГ, (18.32)
1=1

го (18.31) справедливо для каждого t Е Rm.
2) Пусть для каждого I Е L система (18.32) несовместна, а функция \р 

удовлетворяет условию (18.29). Тогда

a2 =v2 = ф ) ,  Ф(А/(г, /)) = \tj | <  s, m,

h ( t , l )G G 2(s )C K 2, U M2(h) = U Л/ (̂х, Л)
h G G 2(s) k £ Lj

длялюбых I E L 2, [s, Г] E V2( l ) .
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3) Если М0 ограничено, то неравенство мл+1 >  0 в определении мно­
жеств К2 (/ ) (/ Е L ) можно заменить на ип+х >  О, а если, кроме того, из­
вестно, что | М0 | Ф 1, то это неравенство можно опустить.

З а м е ч а н и е .  Из теоремы 18.3 следует, что если v? (О  -  выпуклая ку­

сочно линейная функция, т.е. <p(f) = m ax {( t к , t )  + r*  | К = 1,..., К 9}  , то 
решение задачи D x сводится к решению набора задач вида

inf<0 | в >  ( Т к , t)  + rK (А >  1 , К' ),  t е  * , ( / ) } ,  I G L ,

с линейными целевой функцией и ограничениями. Аналогичное утвержде­
ние справедливо и для задачи D2.

Приведем два примера применения сформулированных теорем. Число 
задач (18.26) или (18.30) определяется мощностью множества L,  которая 
в свою очередь зависит от вида функций у, и множеств Р, М0. Пусть 
множество М0 имеет вид

S = {И | = 0 V/ G / '} ,  (18.33)

где V  = {1, ..., л + 1} \ /, ф Ф I  С {1 , ..., л + 1}. Смысл условия (18.33) 
заключается в том, что столбцы исходной матрицы [А, b] с номерами
i Е /# фиксированы и корректироваться не могут. Относительно М0 будем 
предполагать, что М0 С R j.

Рассмотрим следующие два варианта выбора функций кр щР.
1) Пусть

m
ф )  = 2  otj tj,

/ = i

П + 1
Ф (Л у )=  2  ft I hji |,

I = l

где ctj, ft положительны, и, таким образом,

m п + 1

Ф (А )=  2  2  ctj fa | hji |.
/= l 1 = 1

Как нетрудно заметить, в рассматриваемом случае 

Q  = ( и £ Г +1 | и, = 0 ( V / e / ' X

2  fi,|t<,| <  1),
I е  /

а в качестве с7 можно взять столбцы матрицы Ец с номерами / Е /, где 
Е -  единичная матрица размерности ( л + 1) X (л  + 1), /1 = — [/Г^,..., ] т, 
т.е. в данном случае | L \ -  | / |.
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Тогда задачи (18.26), (18.30), к решению которых можно свести в силу 
теорем 18.3 и 18.4 решение задач D x, D2> примут соответственно вид

т
inf {  2  оjtj \ t > 0 ,  tf >  ( dj, и) (/' = 1 , от),

/ = »

Ви <  0, ы„ + 1 >  0, и, = 0 ,), / €  L,

т
in f{ 2  OLjtj | s >  t, s >  - t ,  tj = (dj, u) ( j  = 1 , m),

/ - i

Bu <  0, un +1 >  0, W/ = f t ) ,  / E L .

2) Пусть (Г ) = шах ay Гу, Ф(Ау )  = max 0/1 Ау/ |, где, по-прежне-
i ^ i e  лг„+1

му, а;- , 0/ положительны. Тогда 

Ф(Л ) = max « у ft I йу* I.
Nm, i e  ^л + 1

В данном случае б = ( « е  R**1 I Щ = 0 ( V/ Е  /*), max ft  | щ | <  1 },
/ е  I

причем, очевидно, в качестве С можно взять множество, состоящее из един- 
шемента с1 с koi

-0 Г ‘ . * е  А

ственного элемента с1 с компонентами

Тогда, согласно теоремам 18.3 и 18.4 и с учетом сформулированно­
го выше замечения, решение каждой из задач D x, D2 можно свести к реше­
нию единственной задачи, имеющей соответственно вид

inf {в\в >  OLjt), tj >  (dj, и) ( ) =  1 , от), t >  0,

Ви <  0, и„ + 1 >  0, ( с \ м ) = - 1 > ,

inf (в  | в >  a/Sj, tj = (d/, и ) (/ = 1 ,.... от),

s >  t, s >  —t, Ви < 0 , u„ + 1 >  0 , (с 1, и) = - 1 ) .

Напомним, что в случае ограниченности М0 во всех приведенных в этом 
пункте задачах ограничение ип+у >  0 можно заменить на мл+1 >  0 или 
опустить.
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§19. Методы последовательной коррекции

Методы этой группы основываются на сведении несобственной задачи 
к той или иной задаче последовательной оптимизации [ 10, § 6, п. 6.1 ].

Пусть

Ах  <  Ь, х >  0 (19.1)

-  произвольная система линейных неравенств. Выделив в ней некоторую 
совместную подсистему А 0х <  Ь°, х >  0, а дополнение записав в виде 

аппроксимацию системы (19.1) можно подчинить задаче

min {d i([ i4 iX  -  bl ] +) | А 0х <  Ь°, х >  0 ), (19.2)

где d 1 ( • ) — функция от вектора невязок z = \A\X~ Ь1] + подсистемы 
А хх <  b1 такая, что </(0) = 0, d(z )  >  0 при z >  0 и d(z)  >  d (z  ) при 
z >  z >  0. Если A iX<b '  ~  l j  (jc) = (aj , x ) -  bj < 0  (/ E J t ) ;  то примера­
ми функции d могут быть c f(z) = ||z ||2, 2|z/|, max|z/| и т.д. Если

i
x E Arg (19.2), то системе (19.1), пусть несовместной, можно поставить 
в соответствие скорректированную систему

А 0х <  Ь°, А\Х <  Ь1 + [ А хх -  Ь1 ]\

Описанная ситуация является индуктивно исходной для коррекции не­
собственной задачи по методу последовательной оптимизации. А именно, 
пусть система ограничений (19.1) задачи

max {(с , х)  | Ах  <  Ь, х >  0 }  (19.3)

разбита на подсистемы Ajx  <  Ы (/ =1, ..., s) и А 0х <Ь°,  х >  0 так, что 
М0 = { х >  0,Л ох ^ Ь 6} Ф ф. Предположим также, что упорядоченность под­
систем отвечает упорядоченности ограничений по их важности. Под­
системе с номером /  поставим в соответствие функцию невязки gj  (jc) =  

= dj ( [AjX— b1 ] * ) ,  где функции dj ( • ) обладают отмеченными выше свой­
ствами (/ = l , . . . , s ) .  Построим последовательность задач:

(1): т Ы Ы * )  = dx( U i *  -  Ь1)* )  \х G М0),

(2): m in{£2( * )  = d2( (A2x -  b1)* )  | х €  A rg ( l ) ) ,

(s ) :  m in {^ j(x ) = ds((A sx -  bs)* ) \ x €  A r g (s -  1 )},

m ax {(c ,x ) | x G A r g (s ) } .  (19.4)

Последнюю из них, а именно (19.4), мы и будем считать аппроксимирую­
щей задаче для (19.3) по методу последовательной коррекции. Частным 
случаем такой коррекции является следующая:

max {.(с, х)  \ х Е Л / }, (19.5)
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где М  = Arg min { ( г ,  ( А х -  Ь) + )  | A 0x < b ° , х >  0 } ,0 <  г G R m. Решение 
задачи (19.5) эквивалентно решению задачи ЛП:

max {(с , х)  -  у(г, и) | Ах -  Ъ < и, А 0х < Ь ° , [х, и ] > 0 )

при достаточно большом у >  0.
Разрешимость задачи (19.5) гарантируется только тогда, когда (19.3) — 

несобственная задача 1-го рода. Если для задачи (19.4) функции g j (x )  
имеют вид gj (х) = ( г , (AjX — Ы ) ) ,  г; >  0, то и в этом случае разреши­
мость задачи (19.4) обеспечивается лишь при условии, что (19.3) — 
несобственная задача 1-го рода. Можно еще отметить, что при указанных 
условиях задача (19.4) эквивалентна задаче

S

max {(с , л : ) -  2  у jgj (x )  | А 0х <  Ь°, х >  0 } (19.6)
/ = 1

при подходящим образом выбранных yj > 0  (/ = 1, ...,5) .  Общий смысл 
подбора констант у у состоит в том, что при достаточно большом y t >  О 
обеспечивается эквивалентность задачи (1) задаче

max {(с , х)  -  7 i£ i ( * )  I А 0х <  Ь°, х >  О).

Далее, при достаточно большом у2, зависящем от у i , обеспечивается экви­
валентность задачи (2) задаче

2
max { (с, х)  -  2  уjg j (x )  \ А 0х <  Ь°, х >  0 }

/ = 1

и т.д. Наконец, получаем эквивалентность задач (19.4) и (19.6).

§ 20. Другие методы коррекции

20.1. Коррекция по Парето. Пусть функции gj (x )  (/ = 1, ...,s) из § 19 
не упорядочены по важности; это соответствует тому, что не упорядочены 
по важности выделенные подсистемы ограничений A j X < b J (/ = 1, ..., s). 
Тогда можно поставить задачу паретовской минимизации вектора G (x ) = 
= [£ i ( * ) ,  - . £ * ( * ) ]  наМ0 = { х >  0 | Л 0дс<г>0> :

min„ (G (jc ) I х (Е М0 }  (20.1)

и на оптимальном множестве П  = Argw (20.1) этой задачи искать макси­
мальное значение функции (с, х ), т.е.

max {(с, х )  | х G Я }. (20.2)

Смысл задачи (20.1) определен в § 6, п. 6.2. Конструктивное описание 
множества я-точек задачи (20.1), т.е. множества Я, затруднительно. 
Но выделение той или иной совокупности элементов этого множества мож­
но осуществлять довольно простым способом, а именно путем формирова­
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ния так называемых сверток функций g/(x) (/ = 1, s) в форме функ­
ции Ф (Jc) = <р (g 1 ( х ) ,..., gs (х ) )  и решения задачи

т т { Ф ( х )  | х е  М0). (20.3)

Один из простейших видов свертки имеет вид Ф0 (х ) = 2  *Х;£/ ( jc) , где

/=1
>  0 (/ = 1, s ). Беря разные векторы X = [ Х1 ? Xs] > 0 , будем по­

лучать разные множества Arg (20.3) С Я. Используя идею метода штраф­
ных функций, можно осуществить редукцию задачи (20.2) к задаче

S

max { (с, х)  — у 2  \jg j (x )  | А 0х <  Ь°, х >  0, l - € < t y < l } ,  (20.4) 
/= 1

где у — достаточно большое число, е -  достаточно малое число. Задача 
(20.4) будет приближенно решать задачу (20.1).

20.2. Методы дискретной аппроксимации. Для несовместных систем не­
равенств существует понятие комитета как некоторого обобщения понятия 
решения, а именно: комитетом системы неравенств называется конечная 
совокупность векторов ( членов комитета) такая, что каждое из нера­
венств системы удовлетворяется более чем половиной членов комитета 
[Ю, § 16].

Пусть 12 = { о } -  то или иное множество комитетов, например, в задаче
(19.3), a g(a )  -  функция, оценивающая комитет о с точки зрения смысла 
критериальной функции (с, jc) .  Тогда задачу (19.3) можно заменить 
на задачу

т а х {£ (а )  | а €  12}. (20.5)

Если 12 — множество комитетов, состоящих из одинакового числа членов q, 
то функция g (o )  может иметь вид

ё (о )  = 2  а, (с, х ') ,

1 = 1 *
где о=  [х 1, ..., хч] ,  х* €  Еп, а{ >  0, 2  а* = 1 (/ = 1..... q). Вчастно-

1 = 1
сти, если система в (19.3), т.е. система i4jc<Z>, х >  0, совместна, то коми­
тетом является любое ее решение, и тогда функция # (а ) принимает вид 
(с, х ) ,  т.е. (20.5) совпадаете (19.3).

20.3. Сведение несобственных задач ЛП к задачам оптимизации на по­
крытиях. Рассмотрим задачу ЛП в форме

max {(с, х) | Ах  <  Ь). (20.6)

Систему ее ограничений разобьем на подсистемы

А/х <  Ь', / = l , . . . , s ,  (20.7)
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Сформулируем следующую основную задачу:

min max max {(с , х )  \ Ах <  b,
t e i , п { а )  д е / ? п ( с/)

jc >  О, Э/ G / j  V/li Е /2 }. (21.3)

Хотя эта задача выглядит несколько громоздко, ее смысл проясняется 
через выделение частных случаев. Введем допустимое множество зада­
чи (21.3):

M(1XJ 2) = { x > 0 \ A x < b ,  V/ iE/2}.  (21.4)

Если /2 = 0, то это множество можно записать так:

М = { х > 0 \ А х < Ь ,  А < А <  А, Ь < Ь < Ъ ) .  (21.5)

Следовательно, в (21.5) вектор х >  0 допустим тогда и только тогда, 
когда существуют А: А <  А <  А и Ь: при которых х удовлетво­
ряет неравенству А х <  Ь.

С применением обозначения (21.4) задача (21.3) запишется в виде

min max max {(с , х) \ х Е Л/(/ь  /2) } .
ге/.  п {с/} м е / 2 п { с , }

Если с = с (  = с )  (вектор с задан точно), то последняя, т.е. (21.3), превра­
щается в задачу

max {(<?, х) | х Е Л/(/ь  /2) } .  (21.6)

Если к тому же М( 1Х, /2 ) = Л/, т.е. /2 = ф, то (21.6) принимает вид

max { ( с , * )  | * > 0 ,  Л <  Л <  Л, Ъ <  Ь <  5}. (21.7)

При /i =0 и точном задании вектора с (21.3) будет записываться следую­
щим образом:

m ax{(c,jc) | Л * < 6 ,  * > 0  У Л  Е [ Л ,  Л ], V 6 E [ 6 , & ] } .  (21.8)

О п р е д е л е н и е .  Вектор jc, решающий задачу (21.3), назовем слабо 
оптимальным по 1Х и сильно оптимальным по /2.

В соответствии с этим определением оптимальный вектор задачи (21.7) 
будет слабо оптимальным по /, а (21.8) — сильно оптимальным по /.

Оказывается, что все выписанные задачи эквивалентны явно задаваемым 
задачам линейного программирования.

Положим

( Cjy если eg Е /,,
С/ =

I с,-, если с, Е /2.
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Аналогично вводим bj и ду,*. В соответствии с этим полагаем 

С = [С1..... 7 „ f ,  6 = [fc i...... bmf ,  A =

Т е о р е м а  21.1. Задача (21.3) эквивалентна задаче 

max { (  с, jc) | Ах  <  Ь, х >  0 }.

Т е о р е м а  21.2. Имеет место равенство 

М(1\, /2) = ( х  >  0 | J4jc <  Ь ).

Частными случаями теоремы 21.1 являются следующие утверждения. 
Т е о р е м а  21.3. Задача (21.7) эквивалентна задаче

max {(с , jc) | Ах <  Ь, х >  0 }.

Т е о р е м а  21.4. Задача (21.8) эквивалентна задаче

max {(с , jc) | Ах  <  Ь, jc <  0 ).

Последние две теоремы сформулированы в предположении точного зада­
ния вектора с, т.е. с = с = с.

Материал этого параграфа в более широком плане и более детализиро- 
ванно рассмотрен в работе [2].



ваться так, что величина штрафа F  является функцией не только невязок 
(AjX — Ь* )+ (j = 1, . . . ,  т0) , но и точки х, в которой эти невязки вычис­
ляются.

§ 23. Взаимная двойственность задач Р  и/> #

Обозначим v3 -  n — v x,v ̂  - т  —v2- Зафиксируем разбиение вектора 
z G R v :

z = [z \ z 2] G R ", z1 E R ^ , z2 e  R u*. (23.1)

Произвольной функции F  над R v поставим в соответствие функции (F ) x, 
(F )2 над R 1' , определяемые по правилу

(F )1(z) = F( (z l y , z 2), (F )2(z) = F (z l , ( г2ГУ  

Л е м м а  23.1. Пусть F  допустима. Тогда 
(F ) *= (F ° ) j ,  / = 3 -1 , ' /= 1,2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай / =1.В  силу определений 

( ^ ) I ( / , > '2) = su p {(^ 1,z 1) + ( ^ 2,z 2) - F ( ( z 1) +, z2) | z E R " } .  (23.2)

Так как ввиду допустимости F  для z 2 = 0 и любого z 1 < 0  выполняется 
F ( ( z 1) + , z 2) =0, то в случае у 1 ^ R ^ 3 выражение в (23.2) равно +°°. 
Если же / E R J j ,  то для любого [z l , z2] ,  очевидно, (y1, ( z 1) * ) >
>  ( у 1 , z l ) и в то же время (F )  i ( ( z x) + , z 2) = (F ) j  ( z 1 , z 2). Отсюда сле­
дует, что в этом случае верхнюю грань в (23.2) достаточно взять лишь 
по z = [z 1, z 2] ,  удовлетворяющим условиям z 1 E R ^ ,  z 2 G R ^ 4. Учиты­
вая, что для таких z выполняется (F ) х (z 1, z 2) = F ( z l , z2) и, кроме 
того, dom F  G R£, в итоге получаем

( П тг ( у 1У )  = Р ' ( у 1У )  + б (у1 I R£ ) .  (23.3)

Зафиксируем произвольные у 1 Е  R v3, у 2 = [у2, . . . , y l 4] G R 1"4. По­

ложим / = {* | у]  >  0 }, Г = { i  | у 2 < 0 } .  Каждому v = [их, . .  ., и„4 ] Е  

Е  R^« сопоставим вектор я (и ) = [я (и ) 1#. .. ,я (и )„ 4] Е  R^« по правилу

l v h / Е / ,
*00/= { ,

1 0 ,  / Е  / .

Легко заметить, что для любого z 2 Е  R^«

((7 2 У , Z 2 ) = ( (у 2 )\ t t ( z 2 ) )  = ( у 2 , тг (z2 )). (23.4)

Очевидно, n(z2) > 0 ,  z2 - t t ( z 2) >  0, как только z 2 >  0. Поэтому для 
каждого [z 1, z 2 ] Е  domF в силу определения допустимой функции спра­
ведливо

[zl 9ir(z2)] Edom F,
F (z1, tt(z2) ) < F ( z1, z2). (23.5)
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Используя (23.4), (23.5), получаем 

(f * )20 ’1,7 2) =
= s u p {(j '1, z 1) + ( ( j ’2) +,z2) - F ( z 1) z2)| [z \ z 2] €  dom F} <

<  s u p {(/ , z1) + (y2, n(z2))  -  F(z l , я (г2))  | [z1, z2 ] S doin F }  <

< su p {(j '1 ,z l ) + ( y 2, v) -  F (z l , u) I [z1, w] €  dom F )  =
= F * ( y l ,y2).

С Другой стороны, так как F 6  , то ( ( у 2 )  + , z2) >  (y2, z 2)  для любого
[z 1, z 2] €  domF, откуда непосредственно вытекает ( F * ) 2 (у1 ,у2)  >
>  F *  ( у 1 ,у2) .  Таким образом,

F * ( y l ,y2)  = ( F * h ( y l ,У2)- ( 23-6)
Как нетрудно заметить, доказываемое равенство является следствием 

соотношений (23.3) и (23.6). В виду симметричности определения до­
пустимой функции относительно разбиения z = [z l , z2]  утверждение лем­
мы для случая i = 2 следует из полученного. Лемма доказана.

С л е д с т в и е  1. Если F  допустима, то (F)/ (/ =1 ,2 ) -  выпуклые 
собственные полунепрерывные снизу функции.

Действительно, согласно лемме 23.1, из допустимости F  следует допус­
тимость F®. Тогда требуемое утверждение вытекает из определения сопря­
женных и допустимых функций, поскольку

(Ffc=((F*n,=(/?•>;_,

в силу лемм (22.1) и (23.1).
Напомним, что выпуклым полиэдральным множеством называется не­

пустое множество решений конечной системы ли ейных неравенств (не­
строгих). Под выпуклой кусочно линейной функцией на WС R ” будем 
понимать функцию вида

{т аmax //(*), xEW,

+ оо, х £ W,

где {/ / (* )} — некоторый конечный набор аффинных функций, W — вы­
пуклое полиэдральное множество (возможно, совпадающее с R ” ) .

Л е м м а  23.2. Если допустимая функция F  является выпуклой ку­
сочно линейной, то функции ( F ) Y, ( F ) 2 также выпуклы и кусочно ли­
нейны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что F  является выпуклой ку­
сочно линейной функцией тогда и только тогда, когда F — выпуклая функ­
ция, надграфик которой является выпуклым полиэдральным множеством. 
В силу [20, следствие 19.1.2] это в свою очередь эквивалентно тому, что 
F  (z ) может быть представлена в виде 

к к к'
F (z ) = inf { 2  alb | 2  atdj = z, 2  at = 1, a ,> 0  (i = 1 ,

f=1 f=1 (23.7)
где <% G R>, ft- £ R, dj €  R " (i = 1 , . . . , * ) , * '  Другими словами, ep iF— 
надграфик функции F — есть выпуклая оболочка точек [<//,£/] E R V + 1
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(/ = 1, . . .  Д ' )  и направлений G R " + 1 (/ = к' + 1, . . .  ,Л ),  а также
направления [0 ,0 , . . . ,  0 ,1] ’ ’вверх” . Покажем, что надграфик функции 
(F  ) 1 также представим в аналогичном виде, а именно

epi(^)i = epiF -  cone {e?+1, . . . ,  e ^ 1 } . (23.8)

Здесь cone — знак выпуклой конусной оболочки, символом е{к обозна­
чается i -й единичный орт пространства R * (e f  = [ 1, 0, . . . ,  0] и т.д.). Как 
нетрудно заметить, (23,8) эквивалентно тому, что 

к к 

(F) i  00 = inf {  2  | 2  OLidi -  
i=i i=i

к '
-  2  ak+ie» = z, 2  a - 1 ,  af > 0  (/ = 1, . . .  ,ft + r3) > . (23.9)

i=i 1 /=i

Обозначив /Г = cone { с f , . . . ,  evv }  и учитывая (23.7), это равенство можно

преобразовать к виду
к к

(F ), (Z ) = inf {  2  aiPi | 2  OLidi = z',
1 = 1  1 = 1

к'
2  ос,- = 1, <*,->0 ( /=l , . . . , f c ) ,  z Gz '  -  £ }  = in f{F (z ')!z 'G z+ / f}.

1=1

Наконец, поскольку domF С  и F  монотонно не убывает на R^, то 

in f{F (z ') |z ' Gz + A '} = F ((z * )+, z2 ) = (F )1 (z),

где [ z * , z2] =z.  Итак, e p i(F )! представим в виде (23.8), откуда в силу 
вышесказанного следует, что (F )  j — выпуклая кусочно линейная функция. 
Случай функции (F )2 рассматривается аналогично. Лемма доказана.

Л е м м а  23.3. Если F  допустима и кусочно линейна, то F 9 также 
допустима и кусочно линейна.

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из определения функции F  ф и свойств 
выпуклых кусочно линейных функций (см. начало доказательства леммы 
23.2 и [20, теоремы 19.2,19.4]).

Задачу Р , в которой (допустимая) функция F  является выпуклой и 
кусочно линейной, назовем I-задачей. В силу леммы 23.3 Р является /-за­
дачей тогда и только тогда, когда /-задачей является Р 4 .

Введем обозначения для допустимых множеств и целевых функций 
задач Р  и Р  # :

М = <* |Л0* < 6 ° ,  Г (х )GdomF, х > 0 } ,

М # = { и \BqU>c°,  r # (w)GdomF®, и >  0 ) ,  

я * )  = (с, дс) —/?F (r (x )), / #(ы) = (/>, « )  + * F * ( T # ( « ) ) .

Оптимальные значения и оптимальные множества задач Р, Р *  обозначим 
соответственно через у и у , М иМ  . Здесь и в дальнейшем будем пола­

гать, как это обычно делается, у = —°°, 7 # =+«>, если допустимые мно­
жества М, М *  пусты. Через г i W обозначим относительную внутренность 
множества W.
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Сформулируем утверждение о двойственности, связывающей задачи 
/>и/># .

Т е о р е м а  23.1 .Для задач Р , Р # справедливы утверждения:
1 ° .7 < 7 # .
2°. Если у <  +°° и задача Р удовлетворяет условию (регулярности)
Зх : А 0х <Ь ° ,  х °  >  О, r (x )e r id o m (F )2, (23.10)

г о - о ° < 7  = 7 # <  + оо^причемМ* Фф..
3°. Если 7 # >  —°о м задача Р # удовлетворяет условию (регулярности)

3 й : В % й > с ° ,  й° >  0, r o#(t7 )G ridom (F0) 1, (23.11)

то - ° °  <  у = у#<  +°°, причемМФф.
4°. Если для некоторого а Е R множество { х Е М  \ f  (х) >  а )  непусто 

и ограничено, то - ° °  <  у = у^ <  +<», причемМ Фф .
5°. Если для некоторого a G R  множество {и Е  Л/# | (и) не­

ч его  w ограничено, го <  7  = 7 # <  + «>,причемМ # Фф .
6°. Если М Ф  у или Фф, причем Р является ’ ■задачей, го 7 = 7 # - 

При этом, ес/ш 7  Ф±°°, то М Ф ф ,М *  Фф .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г Е R 1"4 и разбиение t = [f 1 ,. .. , ] 
соответствует разбиению [м1,. . ., i/ ” 0 ] переменной к двойственной за­
дачи.

Обозначив

/ '(х ,0  = - (с ,Д с )+ Л (^ )2(Х1ДС, ,...,ХПодс"», /iiri,...,Jumormo)» 

перепишем задачу (22 .1 ) в виде

- 7  =  in f {/ ^ (x , г ) | Л ,-*  - Ь ’  - t j  =  0 (/ =  1. •••> "*о).

,40x < Z > ° , — х° <  0 ) .

Функция Лагранжа задачи (23.12) имеет вид

m о
Ф' ( x , t , u , v ) =  f f(x,t )  + 2 (AjX -  b1 -  Г/,м') +

/= 1

+ ( A0x -  b° ,u0) -  'Exf'vi,
/=1

где = [t>i, ..., u„i ] E R*'». Учитывая известные свойства относительных 
внутренностей выпуклых множеств и [20, теорема 28.2], нетрудно заме­
тить, что выполнение для задачи (23.12) предположений утверждения 2° 
доказываемой теоремы обеспечивает существование вектора [и, и] Е Rm+и* 
такого, что й° >  0, и >  0 и

- 7  = inf Фг(дс, г, и9и)Ф±°°.  (23.13)
x , t

Обозначим допустимое множество задачи (23.12) через М '  и наряду

с F '  рассмотрим функцию Ф(х, г, и) = Ф'(х, Г, м, и) + 2 Так как
1=1
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u° >  0, то для любого [дс, ?] G М'  выполняется

(AjX -  b' -  tj, и ' )  = 0, (А0х -  Ь°, м ° )< 0 , /=1,...,ш 0, 

и поэтому Ф(дс, t, й) <  /'(дс, г) V [дс, /] еЛ/'. Отсюда получаем 

- 7 = inf f ' ( x , f ) >  inf <b(x,t,u)>
(x, t] G M ' Ijt, f I €E M '

>тГ{Ф(дс,/, u)| /GR*'4, * ° > 0 } .  (23.14)

В то же время в силу (23.13) и неотрицательности и, очевидно,

- 7 < in f^ ' ( j c , f , « ,u ) l  r e R " 4, * ° > 0 } <
<Ы ЧФ (*,/,ы )| / е  R "4, дс° >  0>.

Ввиду (23.14) отсюда следует

- 7  = ЫЧФ(х,>,м)| / € R"4, х° >  0 )  Ф ±°°. (23.15)

Функция Ф(дс, /, и) может быть преобразована к виду

. т »
Ф(дс,г,и)= - (Ъ ,и )  -  2  (с' -  BjTu,x ' )  -  2  (и1, tj) +

/= 1 /= 1

+ (В?и -  c ° ,x ° )  + R(F )2(klx l , ...,Х„одс"», ntt iy ...,цто1то).

В соответствии с известными свойствами сопряженных функций имеем
« о  j

inf { — 2  (с* - B f U . x 1) -  2  (му, fy) +
X, Г |=1 /= 1

+ /?(F)2(X,Xl ,...,X „oXn», Hiti,..., =

= Л(/=Ъ*(|,(С1 -ВТи),. . . , („ ' (€ "•  - В *  и), Т ч Мви*. ) ,

где числа |/, jj;- взяты из условия |,Х, = тjy/iy = (г = 1, ..., п0; j  =
= 1.....Ото). Используя лемму (23.1), заключаем, что полученное выражение
равно

RF*($, (с1 -ВТи)\. . . ,  ? „0(с "» -В % ои)\ гци1,..., тlmoum« ) .

Таким образом,

sup inf Ф (х,г,м) = sup {- (£ ,  и ) -
и° >  О, и х° > 0 ,x , t  и0 > 0, и

-R F\ % x (c l -  B ju ) * , ..., | „„(с"° -  В%ли)\ щи1,..., Vm0um ° )  +

+ inf ( B U  -  c°,jc0) )  = - in f {/ #(«)| BqU > c° , u ° >  0 }  = - 7 #- 
,° > 0

(23.16)
Отсюда с учетом очевидного равенства 

7 = inf sup Ф (х,/,м)
х° >0 ,x ,f м° > 0,м

вытекает соотношение у <  7 #.
Как было показано выше, в случае выполнения предположений утвержде­

ния 2° доказываемой теоремы найдется и G Кт такой, что и 0 >  0 и выпол­
няется (23.15)’’. Учитывая (23.16) и неравенство у < 7 # , отсюда получаем
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У = у# ф +00̂ и еЛ/#. Эти м  завершено обоснование справедливости утвер­
ждений 1°, 2°. Утверждение 3° доказывается аналогично.

Опишем схему доказательства утверждений 4°, 5°. Представим зада­
чу Р в виде

- 7  = inf (FOX*), (23.17)
X

(Ф м ,)(х ) = - ( с ,  х) + RF(\iX l ,..., Х„охп« , 

ц1(Л 1х - Ь 1 -  и 1, ? , цт<)(Ат -х - Ь т* -  и?<>)*) +

+ Ь ( [ х ° , А 0х - Ь °  - «2 ]|  r ; « x r ^ > ,

где R^1 = - R + * , м, = [ы°, и\, ..., и ? 0] е  R m. Другими словами, здесь Р  
рассматривается как выпуклая программа, связанная с выпуклой би­
функцией Ф [20, с. 310]. Используя лемму (23.1), с помощью рассуж­
дений, аналогичных приведенным выше, можно показать, что для сопря­
женной к Ф бифункции Ф * справедливо

(Ф*лс.)(и)= -  вТи+х\)\  ...

0 -  В% ои + х " « ) \  T h « \ . . . ,

— 5 ( [с0 — Bq’и + , ы°] |

где аналогично R " 1 = - R " 1, х , = [дс®.....х "* ]  G R ". Отсюда следует, что
задача Р # представима в виде

- 7  = 5ир(Ф*0)(м), (23.18)
U

т.е. связана с вогнутой бифункцией Ф*. Как нетрудно видеть, из допусти­
мости F  и (F®)® -  F  вытекают выпуклость, собственность и замкнутость 
бифункции Ф. Тогда выполнение соотношения у = 7 # Ф ±°° обеспечива­
ется непустотой и ограниченностью любого из множеств

<х| ( Ф 0 ) ( х ) < - а } = { х е м \  / (* )> «> ,  Ш 1 9 )

{и| (Ф *0 )(м )> -/3 ) = {  меЛ/# |

и зависимостями между выпуклыми программами (23.17) и (23.18)

[20, теорема 30.4]. Соотношения М Ф 0, М # Ф ф следуют из ограничен­
ности соответствующих множеств из (23.19) и замкнутости функций 
(Ф0)(х),  (Ф Ю)(и) .

В силу леммы 23.3 свойство выпуклости и кусочной линейности выпол­
няется или не выполняется для функций F h F ®  одновременно. С другой 
стороны, в силу леммы 23.2 выпуклость и кусочная линейность функ­
ций F, F® обеспечивает выпуклость и кусочную линейность функций (F )2, 
(F ® )!. Как нетрудно видеть, последнее обстоятельство влечет полиэдраль- 
ность (в смысле [20, с. 317]) программ (23.17), (23.18), что в свою оче­
редь вместе с любым из условий М Ф ф или Ф ф гарантирует выполне­
ние равенства у = 7 # [20, теорема 30.4]. При этом в случае у Ф ±°° из вы­
пуклости и кусочной линейности функций

( c , x ) - R ( F ) 2(r (x ) )  + b([b° - А 0х,х°]\ R ^ ) ,

(Ь, u ) + R ( F a)i (Г #(м)) + щ в1 и  -  Л  « °  ] I R " * )

следует непустота множеств М, М #. Теорема доказана.
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С л е д с т в и е .  Для произвольных х Е М, и Е М # справедливо f ( x )  <  
< / #(и).

Из теоремы 23.1 вытекает, что задачи Р и Р *  связаны регулярной двой­
ственностью. А именно, справедливо

С л е д с т в и е  2. Пусть одна из задач Р\ Р # разрешима и удовлетво­
ряет соответствующему условию регулярности (23.10) или (23.11). Тогда 
обе задачи разрешимы и их оптимальные значения совпадают.

Используя теорему 23.1, можно сформулировать ряд условий, каждое 
из которых гарантирует одновременную разрешимость задач Р, Р # и спра­
ведливость равенства у = 7 # . Обеспечение выполнения одного из этих 
условий при формировании задач Р , Р # будет гарантировать свойство 
собственности последних.

С л е д с т в и е  3. В условиях, обеспечивающих разрешимость Р и Р *  
и совпадение их оптимальных значений, решение этих задач сводится к 
нахождению решения системы выпуклых неравенств

/#(м )- / ( * ) <  0, А 0х < Ь ° ,  в £ и > с ° ,  х ° > 0 ,  и0 >  0.

Обозначим через /(Z>, с), gib, с) оптимальные значения задач Р, Р *  
как функции параметров Ъ (вектор ресурсов) и с (вектор цен). Производ­
ную функции h в точке v по направлению v’ обозначим через ЭЛ(и)/Эи'. 
Положим f b(c) = f c(b) = f (b , с), gb (с) = gc(b) =g(by с ) . Используя представ­
лений (23.17), (23.18), полученные, при доказательстве теоремы 23.1, 
и известные факты выпуклого анализа (см., например, [20, с. 313—316]), 
получаем

С л е д с т в и е  4. 1) Функции f (b , с), g(b , с) выпуклы по си вогнуты 
по Ь.

2) Пусть выполнены предположения утверждения 4° теоремы 23.1 или 
же условия

МФф\ Э й ,.в1 й  > с ° ,  й ° > 0 ,  r #(M )e r id om (F e) 1.

ТогдаМФ фи для любого с ' Е R"

ЭД(с)/Эс' = bgb(c)!bc = sup{(c',x)| х е м ) .

3) Пусть выполнены предположения утверждения 5° теоремы 23.1 
или же условия

М*Фф\ З х 9 А 0х < Ь ° , 3с°>0, Г(х) Е rijdom(F)2•
ТогдаМ# Ффи для любого b' Е Rw

b g c iP W  =.bfc(b)/bb' = inf {(б',м)| и Е М # ).

Условия оптимальности для задач Р, Р # сформулируем в виде следующе­
го утверждения.

Те о ре м а 23.2 Пусть х Е М , и Е Л/#. Если обеспечено выполнение 
равенства у = у # , то

п о ш0
^ F (r (x ) )  + /?F®(r#(w)) = 2  (с* - В ? й ,  х ' )  + 2  (м ', 4 ,*  -  bf),

i= i /= i

(А0х ^b° ,  w °) = 0, (c° - Я 0Г£, * ° )  = 0.
(23.20)
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Обратно, из х Е Му и Е Л/# и выполнения условий (23.20) следует 
х Е М  у и ЕМ*.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится, либо опираясь на тот факт, что

[ Ху  t у и ] у  где l j  = AjX -  (j = 1, w0>) , -  седловая точка функции Ф 
(см. доказательство теоремы 23.1), либо с использованием схем, стандарт­
ных для выпуклого анализа (см., например, [23, с. 74]).

§ 24. Аппроксимационный смысл задач Р н Р *

Пусть х >  0 и и >  0 таковы, что А 0х <  b°, BqU > c°. Векторам х и и со­
ответствуют АЬ и Ас — (минимальные) невязки систем ограничений за­
дач/, и L * , т.е.

Ab G 12ft(x) =

= Argm HU Ffti*1, ...у\Похп°, Hitiy..., Mm/m0)I Ajx < b i + ti
( j =  1, ...,/я0 ) }  С  R * '4 ,

Ac G 12с(м) =

= Argmin{Fe(£lSi, .... £„„5^, B j u > c l -  s,

(/=1, ...,я0) }  C R 'i ,

где разбиения ? = [ f , ..... tmJ  e R " 1, s = [sb  s„# ] €  R "3 соответствуют
разбиениям [Ь1, bm° ] ,  [с1,..., c"° ]. Для выполнения условий Г2й(дг) Ф 
Ф ф, П с(м) Ф ф необходимо, чтобы F  и F® как функции от t и s не равня- 
лись тождественно +°° на множествах

{ t \ t f > A ix - b i ( j -  1. ■■■>'По))>
{s i S{ > с 1 -В Т и  (1= 1,...,П0)}

соответственно. Поскольку эти функции, очевидно, монотонно не убывают, 
то соотношения 12л (х) Ф 0, 12с(и) Ф ф можно переписать в следующем эк­
вивалентном виде: Г (х ) G domF, Г #(м) G domF®. Это позволяет предста­
вить условия, налагаемые на векторы дс, и, фигурирующие в определении 
множеств 12ь(х)> 12с(м), в виде хЕ М ,  и Е М  .

Пусть зафиксированы некоторые

jc ЕМу й ЕМ*у АсЕ£1с(й)  , A £G l2 fe(x ) .

Тогда ограничения задач линейного программирования 

"о
шах{(с°,дс°) + 2  (с1 -  Aclyjc/) | A0x < b ° ,  AjX<b*  + АЬ*

/= 1

(/= 1, ...,ш0), * > 0 } ,  (24.1)

т о
m in{(60,M °)+ 2  (ft7* + АЬ7',!*7’)! BqU > c09 В{Ги > с 1 -  А с1

/=1

(/=1 ,...,л0), м > 0 }  (24.2)

совместны и, следовательно, их оптимальные значения конечны и равны.
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О п р е д е л е н и е .  Пару векторов х Е Л/, й ЕЛ/# назовем стационар­
ной для задач L и L * , если для любых Ac Е П с(м), А Ъ Е £2*,(х) выпол­
няется

х Е Arg(24.1), м 'Е Arg(24.2).

Нетрудно видеть, что пара jc ЕЛ/, й Е Af# тогда и только тогда являет­
ся стационарной для задач L и L * , когда она удовлетворяет равенству

«о то
(с°,д :°)+  2  (c/- A c /,JC/) = (b0 ,w °)+  Z  (У  + А * ', и ') (24.3)

i=i /=1

при любых Ac E f t c(w), АЬЕ£2ь( х ) . _
Т е о р е м а  24.1. Пусть задача Р собственная и х Е Л/, м Е М 7 Ъ г д я  

пара { Зс, й ) является стационарной для задач L u L *.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 23.2 и соотношений (22.3) следует

F °(T * (u )) = 2  (S,(c' -  B j й), \,х* )  +
/= 1

m o
+ 'L(T\h u' , i i j (AjX - b ’ ) ) ~  F ( Г (х ) ) .

7=1
Используя лемму 23.1, это равенство можно переписать в виде

(П г  (Г #(м )) = (Г(ж ), Г #(и ) )  -  (F)a (Г(х-) ) .

В силу следствия 1 и известных свойств субдифференциалов выпуклых 
функций (см., например, [20, теорема 23.5]) отсюда получаем

Г * (й ) е Э (^ 2(Г (* ) ) ,  Г ( * ) € д ( ^ 2* (Г 0#( « ) ) .  (24.4)

Здесь и дальше символ типа dc j(z ) обозначает субдифференциал выпуклой 
функции сo(z) в точке z = z . Согласно лемме 23.1 и другому свойству 
субдифференциала [20, теорема 23.9] ]

Э (^ ? (П f O O W i ^ W . f f ) .  (24-5)
где S1„ S2 -  матрицы размерности v X v, на главной диагонали которых сто­
ят соответственно числа X ,, ..., Х„о , ^ , ..., jum<> и £ ,, . . . ,  £„о , щ ,..., т?т<);

Tj = Ajx - b l , ~Si = c ‘ -  B ju ,  /= 1.....m0; i = l , . . . , n 0,
<p(X,t) = F (K1 x l , ...,\n<iXn\  ( t i t i ...... Hm.tmJ,
^(s,M) = F e(|lS; ) .... T

Из соотношений (22.3), (24.4), (24.5) получаем

[s i..... « и , » " 1, ...,Umo] €d(/?<p(x,F)),

[ x 1, ...,x"o J , ,  ...,Тто]ед(Яф($ , й ) ) .
Отсюда, в частности, следует 

[й \  ...,йт « ] е Э (Л ^ ( Г ) ) ,

гдец>1 ( t )  = <p(x,t), 1 1̂ (s) = ^(s,m ).
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Пусть Ab G £lb(x ) .  Тогда, очевидно, t = t является допустимой точкой, 
a t = Ab -  решением задачи min{R<pl (t)\ Ajx <  bJ + tj (j = 1, m0)} . 

Поэтому Яфх (Ab) <:R*pi ( Г ) . Отсюда в силу (24.6) получаем

то
2  (й ; , Ab* - Т . )  < R ^  (Ab) -  R f i  (Г) <  0. (24.7)
/= i

Аналогичным способом доказываются неравенства

"о
2  (х*, А с ' -  s'/)</?i//i(Ac)-/?^1(s )< 0 .  (24.8)
i=i

Учитывая соотношения (23.20) теоремы 23.2, выполняющиеся для х = 
= х , и = i7, а также неравенства (24.7), (24.8 )̂, имеем 

п°
( с ° , х ° )  + 2  (с1 -  A c1,Jcl ) = (с0, * 0) + 2  (с1 -  -  (A c1 -  st , x l) >

/= i /= l

> ( c ° , * ° )+  2  (c1 = (В ой ,х ° )  + 2°(Я/Гй ,х ' )  =
/=1 /=1

m о
= (Л 0х,170)+  2  (A/x , u /) = (b0, u ° ) +  2  (bJ +7 j ,u/) >

/= l /= l

m0 m0
> (6 ° ,w ° ) + 2  (b/+T/ + Ab/- T /9u J) ss(b09u°) + Z  ( b ' + A b ' , * ' ) .

j= i i= l

Так как оптимальные значения задач (24.1), (24.2) совпадают, а векторы 
Jc, и допустимы для этих задач, то из полученных соотношений следует 
справедливость (24.3). Теорема доказана.

Для дальнейшего нам понадобится рассмотреть два несколько более 
частных вида задач Р и Р * . Пусть вначале в задаче (22.1) R = 1, а функ­
ция F  имеет вид

F (r (x ) )  = /?1F 1(X1x 1, \nox n*)  + R 2F2{iix{Axx -  bx)\ ...

•••> ^ ° ) ) ’

rneFl (zl \ F2(z2) -  допустимые функции переменных z1 E R 1'3 и г2 G R 1'4; 
R l9 R 2 — положительные параметры. Заметим, что из допустимости F , , 
F2 следует допустимость F. Непосредственно проверяется равенство

(R , F, + R2 F2 )• ( [z1, z :2 ] )  = R ,F t  (Л7* z* ) + R 2 F f (R 2l z2).

Таким образом, мы получаем следующую частную реализацию задач (22.1),
(22.2):

sup Цс,х) -  RtF tO^x1, ...,\„ох п° )  -  R 2F2fal (A tx -  bl )\ ...

•••> №т0(Лт„х — Ьт0)*)| А 0х < Ь \ х >  0 }, (24.9)

inf <(6, и )+*,/=?(£, (с1 -ВТи)\. . . ,$п0(сп° - < < / ) * )  +

+ R 2F t ( v lui ,..., Птоит°)\ в £ и > с \ и > 0 ) ,  (24.10)
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где положительные параметры связаны условиями 

Х,-€/ =  Л 7 1 , n/iff  =  R i I , i =  1, - , и 0 ; / = 1 , . . . , т „ .

Аналогичным образом, полагая в задачах (22.1), (22.2) 

п0 т0
R = l, F ( Г (х ))=  2  > w (X ,* ')+  2  R,Fj ( f i j ( AjX -  Ь* )* ) ,

1= 1 /= 1

где {pi, F; (/ = 1, ..., w0; / = , mo)  -  произвольные допустимые функ­
ции над соответствующими пространствами, получаем следующую частную 
реализацию задач (22.1), (22.2) :

"о
sup {(с, дс)- 2  Г,̂ ,(A  ,•*'■) -  2  R/F/Qi / iAjX -  b ' f )  |

/=1 /=1

Л 0дс<*>°, х >  0 ),  (24.11)
«О "*0

in fU M ) + 2  n t f Q i i c 1 -  в ? и ? )  + 2  R t f i m u ’ y  
1=1 /= 1 7

B Z u > c 0, u > 0 ) ,  (24.12)

в которых положительные параметры связаны условиями 

bi$i = n i , HjHj  = R~jy, i = l , . . . ,  и0; /=  1, ...,от0.

Перейдем теперь к рассмотрению вопросов, касающихся способов 
выбора параметров в задачах (22.1), (22.2), (24.9) -  (24.12) . Введя обоз­
начения

М х = { х \ А 0х < Ь ° ,  х° > 0 }  ,

М х = A rg m in {F (r (jc ))| x G A / 1} ,

рассмотрим задачу

sup{(c, х)  | х Е М х) . (24.13)

Пусть f  = m in {F ( r ( x ) )  | x S M i )  конечно. Тогда М  i = {х\ F ( T ( . х ) )  <  
< f  }  О  М \ , и задача (24.13) принимает вид

sup{(c, х)  | F( F ( x ) )  <  f , x G M i ) .  (24.14)

Выпишем соответствующую задаче (24.14) функцию Лагранжа

n x , z )  = ( c , x ) - z ( F ( T ( x ) ) - S ) ,  z E R .
В случае выполнения условий теоремы Куна -  Таккера для задачи (выпук­
лого программирования) (24.14) функция T( x , z )  имеет седловую точку 
[ х , z~] на множествеМ х X R+, т.е.

T ( x , z ) < T ( x , z ) < T ( x , z )  \ / x EMlt V z G R +. (24.15)

Отметим, что соотношения (24.15) будут выполняться при некотором 
[Зс,z ]  E M i  X R +  и в случае, если оптимальное значение задачи (24.13) 
конечно и Р  является /-задачей. Это следует из того, что в данной ситуа­
ции F ( r ( x ) )  будет выпуклой кусочно линейной функцией, а М  х -  вы­
пуклым полиэдральным множеством/Обозначим у  ( jc)  = F  (Г  (дс) ) .
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Т е о р е м а  24.2. Пусть выполняется любое из условий:
1) справедливо (24.15), причем Г  (х  )  Е  int dom (F )  2 или же 0 £  

Е  ri dom при некотором х  Е  М х;
2) Р является I -задачей и оптимальное значение задачи (24.13) конечно.
Тогда при R > z ~  оптимальные множества задач Р  и (24.13) совпадают.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В соответствии со сделанным перед формули­

ровкой теоремы замечанием, условия теоремы обеспечивают выполнение 
соотношений (24.15). Как хорошо известно (и легко проверяется), это 
означает, что х — решение задачи (24.14) и

z ( i p ( x ) - $ )  = 0. (24.16)

Так как, согласно (24.15), Т(х, z )  <  Т (х , z )  V х  Е М х, то

0 Е Э ( -  (c ,jc ) + z ( ( p ( j c ) - f )  + 5(3c \МХ))  (24.17)

(здесь имеется в виду субдифференциал по х  в точке х ) .  Из условия 
Г  (х )  Е  int dom ( F )  2 (где х  Е  М х)  с учетом очевидного равенства 
dom ур = { л: | Г (х) Е  d o m (F )2)  следует х  Е  int dom<p. С другой стороны, 
принимая во внимание лемму 3, нетрудно заметить, что в случае 2) 
выпукла, кусочно линейна, М х П d o m ^ ^  ф. Перечисленные факты поз­
воляют заключить, что предположения теоремы обеспечивают выполнение 
условий разложимости субдифференциала (24.17) в сумму (см., напри­
мер, [20, теорема 23 .8 ]), т.е.

c = z h x +h  (24.18)

при некоторых h х Е  Э у (Зс), h Е  3 8 (х | М х ) .
Таким образом, задача (24.14) разрешима, и ее оптимальный вектор 

5с удовлетворяет условиям (24.16), (24.18). Тогда к задаче (24.14) при­
менима теорема 25.1 [6 ], поскольку, как видно из доказательства этой 
теоремы, предположение о регулярности задачи (24.14) может быть за­
менена условиями (24.16), (24.18). В силу упомянутой теоремп опти­
мальные значения и оптимальные множества задач (24.14) и

та х {(с , х ) - Л (< р ( х ) - ? ) + \ х Е М х)  (24.19)

совпадают при R>z~.  Наконец, учитывая, что (<p(jc) — f ) + ={Р ( Х)
V jcE М х в силу определения f , получаем требуемое утверждение.

Выбор параметров г,-,/?,- (г = 1,. . . , п0; j  = 1 , . . . ,  m0)  в задачах
(24.11), (24.12) свяжем с одной постановкой задачи последовательного 
программирования. Упорядочив произвольным образом функции 

F j  (Hj  (А ,х  -  bJ) * )  0 = 1 ........ n0; j  = 1 , . . .  ,m0) ,  обозна­
чим их через /,  (jc), ... ,/„o + Шо (х). Положим f „ o + m<)+1 (x) = -  (c,x). 
Параметр r t (или Rj ) ,  являющийся коэффициентом при функции f k (jc) 
(k = 1 , . . .  , n0 + m 0) t обозначим через ak. Поставим задаче (24.11) в со­
ответствие задачу последовательного программирования

т а х Ц с , х )| х е Л С о+„ о} ,  (24.20)

где множество Л/^о +„ о определяется из соотношений

М '= Arg min{ f j ( x )  | x  ЕЛ/у_ 1 } ,  / = 1, . .  . ,  m0 + n0 + 1, M'0 =M.
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Обозначим

*1  ( * )  = / l  ( * ) ,  Ф / + , (х, P i ,. . . ,  fy) = f j + , (jc) +

+ fy*/(x,p I , .  • ■ ,0 , - 1), /= 1 , . . .  ,m0 + n 0.
Рассмотрим последовательность задач

, • • • ,0/ -t) \ x e M ' } ,  (24.21)

оптимальные значения которых обозначим через £) (/ =1 , . . . , т 0 + 
+ л 0 + 1)- Константы ау- и 0/ свяжем соотношениями ау = 0 / Х . . .  

. . .  Х0то +„ о (у = 1,. . . ,  т 0 + л 0)  - Тогда при / = ди0 + я0 + 1 задачи
(24.11) и (24.21) эквивалентны.

Т е о р е м а  24.3. Пусть задача (24.20) разрешима, а функции <р,-, 
(/ = 1, . .  . ,  и0; / = 1 , . . . ,  w 0) выпуклы и кусочно линейны (т.е. (24.11) 

является 1-задачей).
1) Если P i > v ti где v ! -  двойственная оценка, отвечающая неравенст­

ву 'I'i (х) < Е { в задаче

min {/ 2(х ) | х Е Л/q П  {  х | 'I ', (х ) <  F i } }  , 

го Arg min { ^ 2 (х, 0 i) I xG  Mq } = Л/2'.
2) Если выбор параметров 0,- >  0 (/ = 1,. . ., t -  1) уже обеспечил 

выполнение равенства

Arg min {  ФДх, 0 ! , .  .. , 0у _ ! )  | х G Л/о }  = Л/

при любых j  </я0 +Яо> то при 0, >  где -  двойственная оценка; 
отвечающая неравенству (х, 0 ! , .  . .,  0r _ { ) < E t в задаче

т т { / , + 1(х )| х е Л / > Л / о, П {х | Ф г(х ,0 1, . . . , 0 г_ 1) < ^ } } )
выполняется

Arg min { %  + Д (х, 0! , .  . . , 0 ,)| х G Л/i } = Л/;+ ,. (24.22)

В частности, при t =т 0 + п0 из (24.22) следует, что оптимальные мно­
жества задач (24.11) и (24.20) со^гадают. Как нетрудно видеть, условия 
теоремы 24.3 в совокупности со свойствами допустимых функций обеспе­
чивают выполнение условий теоремы 9.3 [10], следствием которой и яв­
ляется данная теорема.

Для задач (24.9), (24.10), может быть сформулирован соответствующий 
аналог теоремы 24.3, определяющий возможный способ выбора их пара­
метров.

§ 25. Частные реализации

Ряд частных реализаций задач (22.1), (22.2) уже был рассмотрен ранее-  
это задачи (22.4) и (22.5), (24.9) -  (24.12). В этом параграфе будет спе­
циально рассмотрен случай, ког-да функция штрафа F  зависит от норм не­
вязок. А именно, пусть функция F  имеет следующий конкретный вид:

F <T (x )) = <p(\l \\xl ||ч ( , X„o I U ” 4 l 4 K ), (25.1)

М, || ( A lX -  Ь1 У  ||р(1) , . . . ,  цта || ( Атох -  Ьт ° ) + ||р(т# ) )+ 6 (Г (х ) i RT).

Здесь || • II, (/ ), II • Нр (/) O' = 1 , . . . ,  п0; / = 1, ■ • •, т0)  -  нормы в соответ-
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ствующих пространствах, у -  функция над Через || ||*, как и
прежде, обозначим норму, сопряженную к || ||. Например, если w = 
= [ w i ,.  . . , wk] , то сопряженными к нормам

И w Но = max { otj I wy |} ,
/= i

к
II W II, = 2  aj\wj l

/=■• i
к

II vv ||2 = ( 2  a/w2)'/2,
/=■■ 1

где ау >  0 (/ = 1, . .  ., к) , будут нормы 

II W По* = 2  а *11 Wj |,
/= I

|| w ||? = шах { а г 1 | н> |) ,
/= 1..... *

II w ||2 = ( Z  a - l w j ) 112.
/= I

Все выписанные нормы являются монотонными.
Л е м м а  25.1. Пусть нормы 1Н1</(/), 1М1£(/>, 1Н1р(/)> II ’ 11р(/) 

(/ = 1,. . . ,  л 0; / = 1,. . . ,  т0) монотонны, -  выпуклая, собственная, 
полунепрерывная снизу функция, монотонно не убывающая на множестве 
r "o  +mo и удовлетворяющая условию у (0 ) = 0, а также любому из условий:

а) * (и ) = *(| w, |,----- I v„o +mo I) V и € R " °+т» ;

б) dom i/?C

в) v(v) = v (v +) V u 6 R"«tm«.

Тогда функция F, определенная согласно (25.1), допустима, причем 

F *  (Г  # (м )) =

= * *  « ,  II (с 1 -  BJ и)+ ||*(1), . . . ,  *я# || (<•"• -  ) + ||*(„ о ),

17, Ии1 li;0 ) , \ \ ;^ ) )  + б ( Г # (и)-| R + ). (25.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверка допустимости функции F  прово­
дится непосредственно. Убедимся в справедливости равенства (25.2). 
Пусть || • ||, || • || * -  произвольные взаимно сопряженные и монотонные 
нормы в пространстве R *. Как нетрудно видеть,

{ W | II w |Г <  II W* II*} П { w | w > w * }  = 0  V w * G  R j .

В силу теоремы отделимости отсюда вытекает

(w, v v ° )<  (w *, w °) V w G  {w  11| w ||* <  || w* Ц*}

при некотором vv° G r £ ,  w° , 0. Из полученных соотношений следует, 
что aw ° Е  д || w* || * при некотором а Е  R j [6, лемма 18.1]. Так как функ­
ция || • || *, очевидно, является сопряженной к функции 6 (w | { w 11| w || <  1}),
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причем последняя полунепрерывна снизу, то из a w° G 3||w*||* следует 

aw° G Arg max {  (w*, w) | || w || <  1}

[20, теорема 23.5]. Заметим, что aw° >  0.
Таким образом, для любого w* >  0

II w* |Г = max {(w * , w)||| w || <  1} =

= max {(w * , w ) | w >  0, ||w||<l} .

Отсюда следует, что для s G R j

max {(w *, w)| w > 0 ,  || w || = s } =s|| w* ||* Vw* GR^.  (25.3)

Как нетрудно заметить, для любой функции <р, удовлетворяющей усло­
виям доказываемого утверждения, выполняется

sup { ( у * , и ) - ( и ) }  = sup {(и * ,v) -кр (и)} . У и * > 0 .  (25.4)
v v >  О

Обозначим аргументы функций F  и F® через z = [ z1, . . . ,  zn° * m° ]  G 
G R ^ ,> »=  [у 1,. . . , yno+mo] g  R*\ Положим

p ( z ,; ’) = 0 ',z ) -v ’(llz I !!„(,), — 1| z ” » НЧ(По),
IU"» + 1 llP(I)........||z"*— «|l р(Жо)>,
v =  [ u , , . . .  ,u„0+mJ  

Используя определение функции F® и свойства (25.3), (25.4), получаем

f ® о о = sup {р  ( z „ > o - 6 (z i r !;)} + « 0 ' I r ; ) =
z

= sup sup {(y, z) — *p(v)\z> 0 , Hz' IL(f) = o,-,
и > 0

l i +/ ||p(/) = U„e+/ 0 =  1, . . .  , « o ; /=  1, • • • .w»o)> +5 (y|R + ) =

#10 m0
= sup{ 2 u, IIД' '* ||*(i) + 2 ип#+/II ̂ " °+ /llp(/)-<#>(«)} + 

и> о 1=1 j -  l

+ 5 O 'T O  = ** (11/  tl*a>........ 11^"- li;(„ 0) ,

н у * * 1 n;(,), • • •. i i^ ”»"'” 0 n;(* o)) + « о  i Ю -
Подставляя в это равенство у = Г * ( и ) ,  получаем (25.2). Утверждение 
доказано.

Таким образом, при выполнении предположений леммы 25.1 задачи
(22.1), (22.2), соответствующие конкретному виду (25.1) функции F , 
запишутся в виде

Р: sup {(с,*)-Я<р(Х, II х 1 ! !„ ( , ) , . . .  ,Х„о II дс"° 11<,(Ло),
М, II (А ,х -  Ь1 )* ||р(1), . . . ,  цто || (А то х  -  Ьт ° ) + ||р(ж§))  \Аох < Ь \ х > 0 ) ,

(25.5)
Р*. inf{(6,w) +
+ л ^ в ,| | ( с ,  - д г « ) + н ;(1), . . . , ^ о ||(спо - ^ м г н ; („ о),

Vi\\ul ||* (1), . . . ,  Пт J lM m° llp(m0) ) l f oM >C °, U >  0 ) .  (25.6)
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Пусть,например,в задаче (25.5) функция^(и) имеет вид

<p(v) = 2  a, j Vi г *  + 2  А  11 и„ +/ |э/, 
i=  1 /=1

(25.7)

где параметры а,*, 0, выбираются из условий

1 < а * < -+ «  1<|*/<+вв> 1= /= 1, . . .  9т0. (25.8)

При этом оперирование с бесконечными величинами производится по пра­
вилам:

_(+  оо) = __оо, 2 +  оо =  + оо,

(z — произвольное действительное число). Тогда непосредственная провер­
ка показывает, что сопряженной к функции co(z) = a " 1 |z |а , где 1 < а  <
<  +о°, является со* (z )  = а“ 1 |z |а, в которой параметр о выбирается из 
условия а " 1 + <Г! = 1 , причем в данном условии по определению считается 
(+ °о) ” 1 =0 . Отсюда получаем

Учитывая, что функция вида (25.7), очевидно, удовлетворяет всем ус­
ловиям утверждения леммы 25.1 (и, в частности, условию а ) ) ,  и полагая 
R  = 1, получаем соответствующую ей частную реализацию задач (25.5),

где параметры X/ >  0, ^  £ | ^ 0 »  V/ >  0, О/, /3/, О/, Tj выбираются из 
условия (25.8), (25.9) и

X/ €* = М/17/ = 1» и0; /'= 1, • • • , т0.

где параметры а,-, г; находятся из условий

а,г ‘ + o f 1 = 1, l +Tj '1 = 1, l ^ a ^ + o o ,  

1 < г / < + «> , / = 1 , . . . , я 0 ; j = l , . . . , m 0. (25.9)

(25.6):

(25.10)

(25.11)
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Приведем несколько примеров задач, получающихся из (25.10), (25.11) 
при различных вариантах выбора параметров:

1) При В0 = Л,  п0 = 1, а1 = о 1 = 2, fy = 1, т7- = +°° (J = 1 , . . .  , т0)  полу­
чаем задачи т0

sup {(с , дс) -  2  Л /U (AjX -  Ь ')+  ||р(/) -  гII дс ||̂  | А 0х <  Ь ° , х >  0 } ,
/= •

inf {(ft, и) + (4 г )-1 1| (с -  А Ти)* ||£2 | и >  0, II и7'||р(/) <  Л/

(/= 1 , . . . , т 0) } ,

где R, г — произвольные положительные параметры. В частности, если 
|| х || g — евклидова норма, то первую из выписанных задач можно рассмат­
ривать как регуляризацию (по Тихонову) задачи

т0
sup { ( с ,х )  -  2  R j II (A j X  -  b>y ||р(/)\А0Х < Ь \  х > 0 ) ,

/= 1

аппроксимирующей несобственную задачу 1-го рода L.
2) При Л о =Ф,В0 = А , т 0 = 1,0! - г х = 2  получаем задачи

sup {(с , дс) - н II (Ах -  Ь)+ ||2р |х >  0 } ,

Ы { ( Ь , и )  + г,\\и\\р2 \Аг и > с ,  и >  0 ) ,  

м > 0 , т?>0, /177 = 4 -1 ,

отвечающие несобственности 1-го рода задачи/,.
3) При А 0 = ф, В0 = ф, m0 = п0 = \, а х = 0Х = ох = тх = 2 задачи (25.10),

(25.11) запишутся в следующем симметричном виде:

sup {(с.дс) -ц\\ (Ах -  Ь)* ||р -Х||дс ||£ | д с > 0 } , (25.12)

inf {(b, и) + III (с -  А тиУ  ||̂ 2 + tj || и ||р2 \ и > 0 )  , (25.13)

соответствующем случаю несобственности 3-го рода задач L  и L  * (поло­
жительные параметры X, 5» Ч выбираются из условий Х| = цт) = 4 -1) .

4) Наконец, при в/ = + » ,  0, = 1, = 1, т/ = +°° (/ = 1 , . . . ,  т0; / = 
= 1 , . . . ,  и0) получаем пару задач:

т в
sup { (с, дс) -  2  н/1| (AjX -  Ъ 'У  ||р(/) | А 0х <  Ь ° , х >  О,

/= 1

II * ' 1|,(0 ( i=  1 , . . .  ,п0) }

in f((b , и)  + 2  & || (с‘ -  В ]  и)* II* (0 \ В 1 и > с \
1=1

и >  О, \\и> llp0 ) <ju/ ( / = 1 , . . . , ш 0) } ,

рассматривавшихся в гл. III. Здесь /1у, £/ (/ = 1 ,  m0; / = 1, . .. , л<>) -  
произвольные положительные параметры.
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§ 26. Двойственность для несобственных задач 
в бесконечномерных пространствах

При перенесении полученных результатов на бесконечномерный случай 
первая бросающаяся в глаза трудность состоит в невозможности примене­
ния операции +, фигурирующей в определении аргумента Г ( jc)  функции F  
и определенной лишь для конечномерных пространств. Различные попытки 
обобщения этой операции (например, рассмотрение ее как проектирование 
на конус, сопряженный конусу ’ ’неотрицательных векторов”  — в гильбер­
товом пространстве или обобщение ее с помощью еще более сложной конст­
рукции, использующей уже две пары сопряженных конусов, — в бана­
ховом пространстве) приводят к необходимости введения дополнитель­
ных ограничений на виды используемых конусов, соответствующих анало­
гов функции F  или норм. Так как нам представлялось важным сохране­
ние, с одной стороны, общности предположений, а с другой — достаточной 
простоты и естественности всей конструкции, то для обобщения был избран 
иной путь. А именно, ниже вначале строится пара задач Р, Р *  общего вида 
(содержащая в себе, в частности, и все постановки, возникающие в резуль­
тате обобщения операции + ), а затем приводится пример ее частной реали­
зации, представляющий собой обобщение на бесконечномерный случай 
формы (25.5), (25.6) задач (22.1), (22.2).

Как методика доказательства основных утверждений, так и сама схема 
исследования задач Р , (включая и несобственные задачи выпуклого 
программирования 1-го рода) в бесконечномерном случае представляют 
собой естественное (хотя и не автоматическое) перенесение на этот случай 
построений подробно рассмотренного выше случая конечномерного линей­
ного программирования. При этом роль своего рода ориентира может вы­
полнять работа [8 ]. С учетом сказанного ограничимся ниже лишь приве­
дением общего вида задач Р , Р # (и их частной реализации), а также форму­
лированием теоремы двойственности.

Отметим также, что, хотя перенесение теории двойственности для не­
собственных задач линейного программирования на бесконечномерный 
случай потребовало лишь усложнения техники доказательств, тем не менее 
оно носит принципиальный характер, так как потенциально существенно 
расширяет сферу возможных применений (некоторые задачи математичес­
кой физики, теория оптимального управления, теория приближения функ­
ций и д р .).

Выпишем общий вид исходной пары двойственных задач линейного 
программирования:

Здесь х Е  X, и Е  £/, с Е  X * , Ъ Е  U * ; X, U -  некоторые вещественные ли­
нейные топологические пространства; X * , U* — сопряженные им простран­
ства (непрерывных линейных функционалов); А — непрерывный линейный 
оператор, действующий иэ*~Х в U*; А* — сопряженный ему оператор; 
С С  X, К  С  U* — выпуклые замкнутые конусы; С* = { х * Е  X*  | (х *, jc)  >  О 
V х Е  С } ,К*={и  Е  U | (и, и * ) >  0 \/и* Е  К  }  -  сопряженные им конусы. 
Нам будет удобнее считать все упомянутые пространства рефлексивными

L. sup {(с , х ) | Ъ -  Ах Е К у х Е С } ,

L*: inf {(Ь, и )\А*и -  с Е С * , и Е К * }  .

(26.1)

(26.2)
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банаховыми (хотя приводимая ниже теорема 26.1 имеет аналог и для слу­
чая линейных пространств в двойственности, наделенных слабыми топо­
логиями) .

Для дальнейшего потребуется конкретизировать форму (26.1), (26.2) 
задач L, L *  путем введения разбиения оператора А , аналогичного ’ ’разре­
зу”  матрицы А  задачи L.  Это повлечет за собой соответствующее разбиение 
введенных пространств и конусов. В целях краткости изложения предпо­
ложим вместо этого сразу, что

п т п т
Х =  Y l X u U =  II Uu х т= П Л7, и * =  п и; ,

1=1 /=1 1=1 /=1

где Xf , X f  , Uj t U*  ( i = 1 , . . . ,  п\ j  = 1 , . . . ,  rri) — рефлексивные банахо­
вы пространства и (сильно) сопряженные им. Тогда, если положить

(* * ,  х)  = 2  (jc,*, Xf) у где х — [ * i , . . . ,  хя ] €  X t X . . .  X Х„ = X, х* = 
/= 1

= [ х* ,. . . ,  х%] G X * , то Х УХ*  (и аналогично U, U*)  будут рефлексивными
п

банаховыми пространствами, например с нормами || jc || = 2  ||jc,*||,
i= 1

IIх* II = шах ||х *  ||. Здесь и дальше все нормы обозначаются знаком || -|1- 
/

Пусть

С = С , Х . . . Х С „ ,  К = К 1 X . . .X К т, 

с* = с1*х\ ,.хс% > К*  = К* X . . .  X Кт ,

где СI С  X,, С * С X *  Kj  С  U* ,К *С Ц  ( j  = 1........ /и; i = 1 , . . . ,  и ) -

выпуклые замкнутые конусы и сопряженные к ним. Наконец, пусть 
A j t (/ = 1, . . .  ,т;  i = 1, . .  ., п) — линейные непрерывные операторы, 

действующие из X t в t/*; А* ( -  сопряженные им операторы. Таким 

образом, задачи (26.1), (26.2) могут быть переписаны в виде

I:s u p {(c , * ) =  2 (ci t x t)  \bf - A j X E K ^ j ^  1 , . . .  m), x G C } ,

m
L * :in f{(Z > ,M)=  2  (bi9u, ) \A,i u - c i e C * ( i ^ l i . . . y u G K * } ,

j =  l

где по определению
n

Ajx -  2  A - x ,

m
А\и~ ^2 A*fUj, c = [ c l t . . . , c H\ e X * ,  b = [ b l t . . . , b m ] e U * .

Аналогично конечномерному случаю, зафиксировав номера 0 < аяо

О <  п0 <  п, выделим подсистемы (директивных)  ограничений задач 
L и L * :

b j - A j x e K j ,  A ' f U - C f & C * ,  i = l , . . . , n 0.
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Введем функции Ф и 'l '.  Функцию ФСи) над пространством
Y = ХПо + j X .. . X Хп X U * + i X . . . X ( / *  назовем допустимой, если она 
удовлетворяет условиям: w

1) Ф выпуклая, собственная, полунепрерывная снизу,

dom Ф С С „о +1 X . . . X C w X [ / * o + 1 X . . . X t/jj,;

2) для любого фиксированного [ * „ о + ,, .. . , х п] Е С„о +1 X . . .  X Сп 
функция Ф (х„о + 1, . . . ,  .. .) монотонно не убывает по конусу К m +1 X. . . 
. .. X К т.

Функцию Ф (z )  над пространством Z  = X * +1 X . . .  X X *  X Umo +1 X . ..
. .. X Um назовем допустимой, если она удовлетворяет условиям :

1) ^  выпуклая, собственная, полунепрерывная снизу,

d o m *c ;rn*o+1x . . . x j r :  X K * 9+i х . . . х а : * ;

2) для любого фиксированного [и„,о +, , . . . , и т ] +1 X . . .  X /Г* 
функция Ф (. . . , иТОо + 1, . . . ,  ит ) монотонно не убывает по конусу
С +1 X ... X с*

Зафиксировав систему положительных параметров Л , X, , м/, $,■, т?у, 
удовлетворяющих условиям

\ /  = и0 + 1,  ■ ■ ■ , » ;  / = w 0 + 1, . .  . ,  w,  
выпишем задачи

F: sup { (с, дс) — Л Ф(ХПд +1 х „ и + j , . .  .

. . . , Х„ДС„, Mm0 +1 (А/п9 + I X + 1) » • • •

. . . ,  11т(Атх  -  bm) )\bj  -  A j x G K j  (/ =  1 , . . . ,  w 0), л е с ) ,  (26.3)

P * :  inf{ (b,  м )+ Л Ф (? П()+1(сПо + 1 ~ A'„o + l u ) , . . .

■ • ■ > ( сп ~  А „ и ) ,  Vm0 +1 ит0 +1 > ■ ■ ■ ’ ит )  \ A /U  — С,- S С,-

( 1 = 1 , . . . ,  « о ) ,  и е к * } ,  (26.4)

в которых Ф, Ф -  допустимые функции над соответствующими простран­
ствами. ^  ^

По аналогии с конечномерным случаем через 7 , 7 # и М ,М  , М, М  
обозначим оптимальные значения и допустимые и оптимальные множества 

задач Р  и Р  # , через Г ( х ) , Г #(х ) -  аргументы функций Ф, Ф.

Т е о р е м а  26.1. Яусгь в задачах Р, Р *  одна из функций Ф, ^  является 
допустимой, а вторая -  ей сопряженной. Тогда:

1) функции Ф, 'I' допустимы и взаимно сопряжены, 7 < 7  # ;
2) естш 7 <  + 00 w выполняется условие
3 х ЕМ, Г (х ;)  Е int dom Ф, bj -  AjX  Eint Kj, j  = 1 , . . .  , m0,

Г0 -  00 <  7 =7 # <  00 , причем M  # #  0;

3) если 7 # >  — 00 и выполняется условие

Зи Е М  # Г #(м ')Е  int dom -  cf. Е int C f , я0,

го -  00 <  7 = 7 # <  + ©о, причем M  Ф ф.
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В случае, когда L -  несобственная задача 1-го рода, можно положить 

Ф (2 ) = Ф (г 2>. где z -  [z 1 , z 2 ] ,  z ie ^n0 +1 X . . .  У.Хп, z2€ (/ * o+1 X . . .X t f* .  

Тогда для V ( z * )  = Ф * (г * )  имеем 

* ( z * )  = * * ( z j ) f Z * = [ z f ,  z * b  

z ? e * * o + 1 x . . . x * ; ,  z *E t/ Wo + 1 x  . . .  x  £/w .

Если, например, в качестве Ф выбрать (допустимую) функцию, кони­

ческая огибающая Ф с  которой совпадает с 6 ( z * l  ^m 0 + i X ••• X /С^) 
(для этого достаточно, чтобы в некоторой окрестности нуля Ф совпа­

дала с b(z*\K*  X . . .  X К *  ) или, например, с функцией IIz *  II2 +• Ш 0 + 1 Ш
+ б (z * I + 1 X . . .  X К ) ,  то задача Р  примет вид 

sup { (с, х ) - Я Ф ( ц то + 1(Ат() + 1х -  bmo +1) , .  . .

• • • , Мш тх ~~ ЬщУ) I — у ^ Е (/ — 1, . . . , Шо), X Е С }  ,

где функция Ф монотонно не убывает по конусу £ Wo +1 X . . .  X , равна 
нулю, если bj -  AjX Е Kj (/ = m0 + 1,. .. , m ), и больше или равна 
нулю в противном случае [14, теорема 6.8.7]. Данные свойства соответ­
ствуют представлению о Фкак о функции, ’ ’штрафующей”  за нарушение 
ограничений bj - A j X E K j  (/ = т0 + 1,. . ., т ) .

Обозначим через IIz — TV II расстояние от точки z до множества N  в 
метрике, определяемой нормой II ■ II. Приведем пример частной реали­
зации задач (26.3), (26.4), являющийся обобщением формы (25.5),
(25.6) задач (22.1), (22.2)

s u p {(c ,x )- / ? * (X „o + i Их„о + 1 ii........Х„ II II,

Mm0 + 1 N(^m0 + 1 -  ^ т „  + 1 II , . . .

• • • . Mm II Фт - А тХ ) - К т 11)1 b j - A j X e K /  (/=  1, . . . , Ш0), Х Е С } ,
(26.5)

in f {( f t .M )+ K *> * (S „o + , 11(/1 ; о + 1 ы - с П(1 + 1 ) - С : о + 1 I I , . . .

II (А'„и -  с„) - с *  II, TjTOo + , IIит# + 1 II, . . .  , Т?га IIит II) I 

A ' f U - C f G C *  ( i = l , . . . ,  ИоХ и е к * } .  (26.6)

Как и в конечномерном случае, можно показать, что в этих задачах 
функция

Ф (Г (дс ))=^ (Л „о+1 11дсй0 + 1 I I , . . . ,  Хи Н В, 

т Q + 1 II iPm 0 +1 — А т^+\Х) — К т  ̂+ \ I I , . . . ,  Дт  II (Ь т — А тх)  — Кт II ) 

+ ^ ([*и 0 +1 > • • • >х п] I СПо + i х . . .  X Сп)

допустима, если у удовлетворяет условиям, перечисленным в форму­
лировке леммы 25.1.
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Г Л А В А  VI

НЕСОБСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ 
КВАДРАТИЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В данной главе вопросы противоречивости модели оптимизации будут 
рассмотрены в применении к задачам выпуклого программирования — и 
преимущественно к задачам квадратичного программирования. Модели 
квадратичного программирования играют двоякую роль: с одной стороны, 
класс этих моделей расширяет класс линейных оптимизационных задач, 
с другой -  они выступают в роли регуляризующих некорректные 
задачи ЛП. Нельзя также не сказать и о том, что кэадратичные задачи 
играют свою конструктивную роль в вопросах квадратичной аппрокси­
мации произвольных нелинейных задач математического программиро­
вания.

§ 27. Задача квадратичного программирования

Задачу выпуклого квадратичного программирования запишем в виде

Р: max {  — x TQx + (с, дс) | Ах <  Ъ}  ; (27, 1)

здесь Q — неотрицательно определенная симметричная матрица, что эк­
вивалентно свойству неотрицательности квадратичной формы x TQxt т.е. 

x TQx  > 0  Vjc Е Еи. Если при этом Q невырождена, т.е. IIQ II Ф ф, 

то Q будет положительно определенной, что соответствует свойству 
p TQx > 0  V х Ф 0 . Если Q — положительно определенная матрица, то функ- 
.ция /(дс.) = — х тQx + (с, дс) будет сильно выпуклой, что в случае совмест­
ности системы Лдс <  Ъ обеспечивает разрешимость задачи (27.1) и един­
ственность ее оптимального вектора. Заметим, что в случае разрешимости 
задачи (27.1) ее оптимальное множество при любой неотрицательно оп­
ределенной матрице Q будет некоторым выпуклым полиэдральным мно­
жеством (т.е. может быть задано некоторой конечной системой динейных 
неравенств).

Связь неотрицательной (положительной) определенности матрицы 
Q и неположительной (отрицательной) определенности простая: Q не­
отрицательно (положительно) определена тогда и только тогда, когда
-  Q положительно (отрицательно) определена.
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В отношении задачи (27.1) в предположении ее разрешимости коснем­
ся только вопросов двойственности. В соответствии с постановкой зада- 
чи нелинейного программирования в форме (4.13), а двойственной -  в 
форме (4.14) двойственная к (27.1) примет вид

min {/•'(х, и) j  Vx F(x, и) = 0 , и >  0 } ,  (27.2)

где F (х, и) = (с, х )  -  х TQx — (м, Ах -  Ь). Так как

V xF(x, и ) - с -  2Qx -  А ти = (с -  Qx -  А ти)  -  Qx, 

а функцию Лагранжа F ( x , u )  можно записать в форме

F (x , и ) - х т(с -  Qx -  А ти) + (Ь, и), 

то задача (27.2) принимает вид

P * : m m { x TQx+ ( b ,  и ) \Ати = с -  2Qx, и > 0 }  . (27.3)

Последняя также является задачей выпуклого квадратичного програм­
мирования. Заметим, что только классы задач линейного и квадратич­
ного программирования обладают свойством замкнутости при взятии 
операции сопряжения задач, входящих в эти классы.

Задачи (27.1) и (27.3) связывает

Т е о р е м а  27.1 (двойственности [6, § 2 4 ]). Если системы ограниче­
ний в задачах (27.1) и (27.3) совместны, то последние разрешимы и их 
оптимальные значения совпадают.

Эта теорема может принимать разные формулировки, например: из 
разрешимости задачи (27.1) следует разрешимость задачи (27.3) и сов­
падение их оптимальных значений.

Если матрица Q в (27.1) невырожденная, т.е. II Q II Ф 0 (тогда сущест­
вует £?-1)> то для разрешимости задач (27.1) и (27.3) достаточно, чтобы 
М  Ф 0, т.е. чтобы система ограничений в задаче (27.1) была совместной. 
Действительно, в этом случае система ограничений в задаче (27.3) будет 
автоматически совместной, ибо, взяв любое и >  0, соответствующее

х можно подсчитать по формуле х -  — Q~l (с -  А ти ) .

По аналогии с линейным случаем (§  3, см. (3 .12 )) решение задач Р 
и Р*  сводится к нахождению хотя бы одного решения системы неравенств 
(с подсистемой линейных уравнений):

A Tu ~ c - 2 Q x f и >  0,
(27 АУ

х тQx + (bf и)  <  (с, х)  -  x TQx.

Эта система содержит линейные ограничения и одно выпуклое квад­
ратичное неравенство, которое в (27.4) записано так, чтобы явно подчерк­
нуть, что в левой его части стоит целевая фуш£ция задачи Р * 9 а в правой — 
целевая функция задачи Р. После приведения подобных оно запишется в 
форме (с, х ) -  (Ь, и) — 2xTQx  >  0; здесь в левой части стоит выпуклая 
функция. Система (27.4) может решаться фейеровскими методами 
[9 ,гл. II ].
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Несколько более общей записью задачи (27.1) является такая: 

шах {(с , дс) -  (дс - p ) TQ(x - р )  \Ах <*Ь) ; (27.5)

здесь р Е Еп. Двойственная задача (27.3) в этом случае принимает вид 

min { (х -  p )TQ (дс -  р ) + (Ь -  Ар, и) + (с, р ) \А ти -

- с  -  2Q(x - р ) ,  и > 0> . (27.6)

Эти задачи связаны между собой сформулированной выше теоремой 
двойственности. Обратим внимание еще на одно обстоятельство, обра­
щенное к задаче (27.6). Если матрица Q невырождена, то из ограничений

задачи (27.6) следует дс -  р  = —  Q~l (с -  А ти ) . Подставив значение дс — р
2

в целевую функцию, получим эквивалентное представление задачи (27.6): 

min | —  (с -  A Tu )TQ~l (с -  А ти) + (Ь -  Ар% и) + (с, р ) | и >  0 j. (27.7)

Оно интересно тем, что в нем отсутствует переменная дс исходной задачи 
(как в линейном случае). При р = 0 задача (27.7) примет врд

min ( —  (с - A Tu)TQ~l (<с -  А ти) + (Ь, и) \ и > 0 ]
4

-  двойственной к (27.1).

§ 28. Регуляризация неустойчивых задач ЛП по Тихонову

Запишем задачу ЛП

L: max { (с, дс) | Ах <  Ъ}  (= :  / ) (28.1)

с множеством допустимых решений М  = {  дс | Л д с < Ь }  . Наряду с L  рас­
смотрим задачу

L a :max {(с , дс) -  а II дс -  р II 2 | А х < Ь )  ( = :  / а ), (28.2)

а > 0 , р 6  R ". Она имеет вид задачи (27.1) при Q = аЕ,  где Е  -  единичная 
матрица, т.е. а II дс -  р II = (дс -  р)  т [аЕ]  (дс -  р ) .

О задаче L a говорят, что она регуляризирует (по Тихонову [2 1 ]) 
задачу L . Регуляризация задачи -  это прием обеспечения ее устойчивости 
в зависимости от вариаций той или иной части ее исходных данных 
(см. §8 )»

Рассмотрим геометрический смысл регуляризованной задачи (28.2). 
Имеет место непосредственно проверяемое равенство

(с, дс) — а  II дс -  р II2 =  -  а || дс - {̂ р +  ̂ | + (с, р ) + т— —  II с II 2 .

(28.3)
В силу элементарного свойства

max g (x ) = -  min ( - g ( x )), 
ос e  n  x  e  N
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справедливого для любых функций g (х ) и множества N, из (28.3) заклю­
чаем, что

f a -  -  a min j  I х  — j  | | Л х < й |  + (с, p ) + lie II 2; 

при этом

arg La = arg min | | x l ^x<Z>J ( = :  za). (28.4)

с
Положим p + —----  = za и разъясним смысл этого соотношения. Правая

2а

часть в (28.4) -  это проекция za точки za на М, т.е. ближайший из М  эле­
мент к za (рис. 12).

Для проекции элемента z на множество N  С R " введем обозначение 

%  (z ) ,  так что z a = nM(za) .
Подведем итог. Оптимальный вектор задачи L a (он определяется единст-

с
венным образом) есть не что иное, как проекция элемента za = р + —

2а
на М  -  допустимое множество задачи L  . Под М  будем понимать (как 
и прежде) оптимальное множество задачи (28.1). Элементарно проверяется 

Л е м м а  28.1. При достаточно малых а >  0 справедливо равенство

Ял*(р + 1 ^ )  =

с
т.е. проекция точки р + ------на М  совпадает с проекцией точки р на опти-

2а
мольное множество Мзадачи линейного программирования (28.1).

На рис. 13 проиллюстрирован факт совпадения проекции р на М  с про- 

с
екцией za = р + -----  на М .
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Таким образом, мы выяснили геометрическое содержание задачи (28.2) 
по отношению к задаче (28.1) в случае разрешимости последней. Смысл 
же перехода от I  к L a состоит в том, что оптимальное значение 

/а = faipf А, Ь)  задачи (28.2) как функции от вектора информации 
s = [с, А, Ъ] ,  определяющей задачу L , будет непрерывно зависеть от 
вектора s, хотя сама исходная задача L  этим свойством может и не обла­
дать. Более точно этот факт можно выразить следующим образом. Пусть 
{ s , ) -  последовательность реализаций информационного вектора s, 
причем { s f }  ->s.

Справедлива [21, гл. К ,  § 3]
Т е о р е м а  28.1. Если система Ах <  Ъ совместна, то при достаточно 

малом а >  0 справедливы соотношения

{ ( с , * , ) } - * / ,  \xt- M\ - +0 ,  f - *  + oo

где

xt = arg(28.2) st -  [ с* ,А( ,Ь*\, \xt - M \ : =  min  ̂ II xt -  у  II .
M

Далее проиллюстрируем геометрический смысл задачи (28.2) на случай

задачи (28.1), когда в ней М  Ф ф и / = + °°, т.е. L — несобственная задача

2-го рода. Задача (28.2) и при / = + 00 будет разрешимой, что было уже 
отмечено применительно к задаче (27.1) при М  Ф ф и невырожденности 
матрицы Q. Используя преобразование (28.3) и соотношение (28.4), рас­
сматриваемый случай можно охарактеризовать рис. 14.

В соответствии с (27.6) при Q = аЕ задача, двойственная к (28.2), 
будет иметь вид

L * : min { — а II х -  р II 2 + (Ь, и)  + (с -  А ти, р)  | А ти =

= с - 2 а ( х - р ) ,  и > 0}  . (28.5)

Теорему двойственности для задач L a и L *  можно сформулировать в 
следующем виде:

Если М  = {х\Ах < Ь )  фф,  то задачи L a n L *  разрешимы и их оптималь­
ные значения совпадают.
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§ 29. Несобственные задачи квадраггичнсдх) программирования: 
классификация

Классифицируем состояния задач (27.1) и (27.3) (в их взаимности) по 
признакам разрешимости и пустоты или непустоты их допустимых мно­
жеств М н М * ,  где М  = { х  | Ах  <; b}, М*  = {  [х, и] \ А ти = с — 2Qx, и >  0 } .  
Классификация несобственных задач квадратичного программирования 
несколько отличается от классификации несобственных задач линейного 
программирования, однако терминологически мы ее сохраним.

Выделим случай, когда задачи Р и  Р* разрешимы (тогда их оптимальные 
значения совпадают). Это эквивалентно свойству

М Ф ф , М* Ф ф.

Выделим альтернативы:

1°. М=ф,  М*  Фф.

2°. МФф,  М * = 0.

■3°. М  = ф, М * =0.

В зависимости от выполнения одной из этих альтернатив о задаче Р  
будем говорить (по аналогии с Л П ) как о несобственной задаче 1-го, 2-го 
или 3-го рода соответственно. Однако в ЛП этим альтернативам соответст­
вует одновременная неразрешимость задач L  и L*  (см. § 11), чего нет в 
случае задач квадратичного программирования. Охарактеризуем это с 
помощью выделения подальтернатив.

1.1. М  = 0 & Р*  разрешима (следовательно, М * Ф ф) .
Приведем пример, иллюстрирующий эту ситуацию. Для разрешимой 

задачи шах { -  х 2 \ -  д: <  0 } = 0 двойственной будет разрешимая задача

min{ F(x, uQ) = -  х 2 -  u0( -  x ) | V xF(x,  u0) = -  2x + u0 =0,  u0 >  0 }=  0.

Теперь мы реконструируем исходную задачу, добавив к ее ограничению
-  х <  0 противоречивую систему неравенств >> + 1 < 0 ,  -  ^ + 1 < 0 :

Двойственной к (/) будет разрешимая задача

min{  F(z, u) = -  дс2 -  м0 ( -  x ) - U i ( y  + 1) -  ы2( -  у + 1) | V zF(z ,u )  =

— 2х + и0 ~

здесь z = [дс, у ] . Таким образом, построен пример квадратичной задачи (/) 
с противоречивой системой ограничений такой, что двойственная к ней 
задача (/*) разрешима.

1.2. М  = 0, М * Ф 0, но Р * неразрешима. Этот случай реализуется на задаче

max { - х 2 | дс +  1 <  0, - х + 1 < 0 } .

Пусть F(x,  ы) = -  дс2 -  Ui (дс + 1) — ы2 ( -  дс + 1) -  ее функция Лагранжа.

max f -  дс2 1 -  дс <  0, у + 1 <  0, -  у  + 1 <  0 } . (/)

-M i
u2

= 0, и = [u0)ux,u2] >  0 }  ; (/ *)
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Двойственной задачей будет

inf {F (x , fc) | V x F(x, и ) = - 2 х - и х .+ u2 = О, и = [ux, u2 ] >  0 } .

Легко подсчитать ее значение; оно равно ( — °°).
О б  а л ь т е р н а т и в е  2°. В силу теоремы 27.1 из разрешимости Р  

(что предполагает МФф)  следует М* фф; поэтому альтернатива означает 
opt /> = +

Альтернативу 3° реализует следующая общая конструкция. Возьмем 
произвольную несобственную задачу ЛП 3-го рода

шах { (с, х )  | Ах <  Ъ) ,

т.е. такую, что {  jc \ А х < Ь } = ф и  {  и >  0 | А ти = с }  = ф. Построим задачу 
квадратичного программирования с переменной z - [xt у]  Е Е п + { :

шах { —у 2 + (с ,х )  | - ^ * 0 ,  v4 j c<6 } .

Ее функция Лагранжа будет иметь вид

F(z, м0, и) = -  у2 + (с, х )+и0у -  (и, Ах -  Ъ), z = [х, у ] , 

а система ограничений двойственной задачи —

Fx(z, и0, и) = 0, Fy{z, и0, и) = 0, [и0, и] >  О, 

т.е.

А ти = с , -  2у + и0 = 0, [и0, и ] >  0.

Эта система несовместна, так как несовместна ее подсистема А ти = с, и >  0.
Классификацию задач квадратичного программирования (27.1) мы 

делали в предположении неотрицательной о пределе нноста матрицы Q. Если 
же матрица Q положительно определенная (тогда существует Q~l ) ,  то клас­
сификационная ситуация упрощается, а именно: f

1) либо МФф, и тогда М* Фф, т.е. задача Р  собственная;
2) либо М  = ф&М* Фф, и тогда Р  несобственная 1-го рода. При этом, 

если за счет приращения АЬ обеспечивается совместность системы Ах  + 
+ АЬ, то задача превращается в собственную.

Таким образом, при невырожденности матрицы Q не собственность 2-го и
3-го рода исключается.

Еще раз отметим, что свойство М* Фф в рассматриваемом случае обеспе­
чивается тем, что если в системе ограничений задачи Р * , т.е. задачи (27.3), 
взять любое и >  0, то соответствующее х  отыскивается по формуле

1 , т -х = — Q (с -  А и ) . Это и дает автоматическую совместность системы огра­

ничений задачи Р * , т.е. М * Фф.
В случае задачи (28.2), регуляризирующей задачу ЛП (28.1), матрица 

Q - olE имеет обратную: Q~l = а ~1Е. Следовательно, ее классификационное 
описание исчерпывается альтернативами 1) и 2 ), приведенными выше.
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§ 30. Двойственность для несобственных задан 
квадратичного программирования

Вначале мы приведем реализацию двойственности для несобственной 
задачи выпуклого программирования, записанной в форме

п их {/о (*)1  / / (* )<  0 ( / =  1, . .  . , ш ) }  , (30.1)

здесь { -  .. . , fm(x) }  — выпуклые дифференцируемые функ­

ции. Положим М  = { х  |* f j ( x ) < 0 ( j  = 1, . .  . , т) } , М*  - { и >  0 1 max F (x , и )<
т х

<  + 00 } ,  где F(x, и) = fo (x ) — 2  U j f j ( x )  — функция Лагранжа, отвечающая

задаче (30.1). Ниже мы будем исходить из предположения М* Ф ф; в 
случае М -ф  это будет соответствовать несобственности 1-го рода. Пусть 
[/ i(* ),  • • • г /m W l = [^о (*), F i ( x ) , . . .  , Fm (х) ]  -  произвольное разбие- 
ние вектора функций на подвекторы Fj (x)  ( j  = 0, 1,. . . , т0 <  т ) . Будем 
считать, что подсистема неравенств F o( * ) ^ 0  совместна. По аналогии с 
задачей (11.9) составим задачу

т 0
С: ш ах{/0(х ).— 2   ̂ Rj  II F *(x ) \\pU)  I F0(x ) <  0 } ;  (30.2)

здесь R j > 0 ,  II- llp(y) — произвольные монотонные вместе со всеми сопря­
женными нормы в соответствующих -пространствах ( / = 1, . . . , т 0) .  
Используя некоторую общую идею [10, § 23], этой задаче можно поставить 
в соответствие двойственную задачу

С # : in f{ F(x, и) | V x F(x, и) = 0, и >  0, (30 3)

Им' У*(/) < R j  (/ =  l , . . . , m 0) }  ;

здесь [м ° , .. . , ] Т — разрез вектора ит = [мь  . .. , um] , соответствую­
щий разрезу вектора [/ i(*)>  .. ., f m(x)\ на подвекторы Ff ( x ) .

Задачи С и С# связывает
Т е о р е м а  30.1 (двойственности ) [10, § 23]. Пусть задача С разрешима 

и удовлетворяет условию регулярности, например, в форме: существует 
допустимый вектор х подсистемы F 0(x ) <  0, удовлетворяющий ее нелиней­
ным неравенствам строго. Тогда С * разрешима и их оптимальные значения 
совпадают.

Еще раз оговорим, что теорема справедлива в предположении М* Фф. 
Интересно отметить, что если исходная задача (30.1) разрешима и 

[х , й ]  - е е  точка Куна -Таккера, то при R j>  I t IIр(/> (/ = 1, . . . ,m0) 
оптимальные значения задач (30.1) С и С # совпадают. Следовательно, 
задача С по отношению к (30.1) реализует метод точной штрафной функ­
ции, причем при более сильном требовании Rj >  \\и1 II р(/) имеет место 
совпадение и оптимальных множеств задач (30.1) и (30.2).

Вернемся к рассмотрению задач квадратичного программирования.
Пусть система неравенств А х ^ Ь  в задаче (27.1) разбита на подсистемы 

A jX <  Ъ1 (/ = 0, 1,. . . , т0) . В соответствии с (30.2) составим задачу
Ш 0

Cw : max { (с, х )  -  x TQx -  2  Rj II (Afx -  bJ) + llp(y) | A 0x <  b° } .  (30.3*)
i = i
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Здесь относительно Rj  и II* Wp(j)  предположения те же. Двойственная к Cw 
примет вид

С*?: min{ x TQx + (b, и)  | А ти = с -  2(?х, и >  О,

11̂ ' » , (/ )< * /  (/ =  1........ /Яо)}- (30.4)

Аналог теоремы 30.1 будет звучать так:

Т е о р е м а  30.2. Если задача Cw разрешима, то разрешима и задача С * , 
ирм этом их оптимальные значения совпадают.

На случай Q = аЕу т.е. на случай регуляризованной задачи (28.2), задачи 
Cw h C J  запишутся следующим образом:

то
Са : max { (ct х ) -  а IIjc -  р II2 -  Б Rj II (AjX -  b1 у  I I |  А 0х <  Ь° )  ,

/ = 1
(30.5)

С%: min {(£ , и)  + а II jc -  р II2 + (с - А г и, р ) \ А Ти = с  -  2а(х -  р), и >  0,

\\u>'fp U ) < R j  (/ = 1,. .. , m0) }  . (30.6)

Эти задачи связывает та же теорема 30.2, но в связи с невырожденностью 
Q = olE , обеспечивающей строгую вогнутость целевой функции в задаче
(30.5), ее разрешимость гарантируется при разрешимости подсистемы 
Л о* < 6 ° .

Выше объектом исследования была задача (27.1) без предположений 
ее разрешимости. В ее записи в явном виде нет требования неотрицатель­
ности переменных, т.е. jc >  0, как это было (практически повсюду) в преды­
дущих главах. Это было сделано для того, чтобы можно было тождественно 
воспользоваться теоремой 23.3 110] (здесь это теорема 30.1). Практиче­
ские соображения подсказывают целесообразность привести вид задачи
(27.3) на случай, когда исходная задача квадратичного программирования 
записана в форме

max { (с, jc) -  xTQx | А х < Ь ,  х >  0}, (30.7)

т.е. с требованием jc >  0. Именно такая форма задачи имеет хорошие эконо­
мические и технические интерпретации.

Функция Лагранжа для (30.7) имеет вид F(jc, иу и)  = (с, х) -  x TQx -
-  (м, Ах -  Ь) + (и, jc) = (jc, с - Qx -  А ти + v) + (Ь, и ) ; здесь 0 <  м G Ет ,
0 < v e E n.

Подсчитаем градиент V x F(xf u,v)  = с — 2Qx -  А Ти + v. Из V xF(x, ut v)  = 
= 0 следует с -  Qx -  A Tu + v  = Qx. Так как функция Лагранжа минимизи­
руется при этом ограничении, то она может быть переписана в форме 
F(x, и) = (Ь, и) + x TQx. Уравнение V x F(x, ut v)  = с -  2Qx -  А ти + v = 0 
в силу v >  0 может быть заменено на А и >  с — 2Qx. Следовательно, задача 
{21 .У) на случай исходной задачи (30.7) принимает вид

min {(£, и) + x TQx | А ти >  с -  2Qx, и >  0 } .  (30.8)
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§ 31. Регуляризация неустойчивых аппроксимаций
несобственных задач линейного программирования

Ниже об устойчивости задач линейного программирования мы будем 
говорить в смысле /-устойчивости [6, § 26 ], т.е. устойчивости оптимально­
го значения задачи в зависимости от вариаций того или иного выделенного 
подмножества информационного множества задачи.

Из совокупности условий, через которые формулируется устойчивость 
задач ЛП, выделяются своей ролью два: условие телесности многогранника, 
задаваемого системой линейных ограничений, и условие ограниченности 
либо этого многогранника, либо оптимального множества задачи. Условия

типа ограниченности, задаваемые априори, выглядят не вполне естественны­
ми в линейном (и вообще в математическом) программировании. Что 
касается условия телесности в задачах, аппроксимирующих несобственные 
задачи ЛП (или просто несовместные системы линейных неравенств), то 
оно но существу своему не выполняется. Вот простая иллюстрация этому. 

Пусть система Ах  <  b несовместна. Аппроксимируем ее, подчинив задаче

min \\(Ах-Ъу\\0 =:Е\
X

здесь II z ll0 = max | z f-|, z = [ z i , . . .  , zw ]. Систему линейных неравенств
/ = 1,..., т

т

А х < Ь + Ё ,  Ё  = [Е, . . . ~Е] , 
можно считать аппроксимирующей исходную. Многогранник, задаваемый 
ею, очевидно, внутренних точек не имеет.

Сказанное говорит о том, что вопросы регуляризации неустойчивых 
аппроксимаций несобственных задач ЛП являются актуальными.

Рассмотрим пример конкретной неразрешимой задачи ЛП, аппроксима­
ция которой осуществляется в силу, например, (18.15). Запишем задачу

та х { х -У у | х + у + 1 <  0, - - j c - . y  + l < 0 } .  (/)

Она является несобственной 1-го рода (легко проверяется). Вёктор-нор- 
маль целевой функции естьсг = [1, 1]. Изобразим эту задачу графически 
(рис. 15). Применительно к (/) выпишем задачу (18.15) приг=  [1, 1] и
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Q = E2 следующим образом:

max { х  -  r0 [ (х +у  + 1)++ ( -  х -  у + 1)+ } ,  г0 > 0 .  (/)i
Ег

Смысл аппроксимации задачи (/ ), заложенный в (/ )i, состоит в максимиза­
ции (х +у)  на оптимальном множестве 77 задачи

min 1 (х + 7 +  1)+ + ( - д г - ^ +  I ) " ] ,  (/>2
Ег

т.е. П -  Arg(/)2. В нашем примере П  — прямая, изображенная на рисунке.
Эта же прямая будет оптимальным множеством для задачи 

т а х { х  +у  | [ х , у ] Е П ] . Задачи (/)х и (/ )2 неустойчивы относительно 
вариаций их задающей информации, т.е. коэффициентов в целевой функции 
и коэффициентов ограничений, а также их свободных членов. В силу 
простоты примера отмеченная неустойчивость легко может быть усмотрена 
из графического рисунка. Пусть, например, первый коэффициент ( —1) в

1
неравенстве — х -  у + 1 <  0 заменен на---------  при малом е >  0. Тогда

1 - , + б
система - х  -  у + К О ,  — 5—  х +у  + 1 <  0 совместна и максимум функ-

1 -  е
ции х +у  на ней равен +°°. Значение задачи (/)i также будет равно +°°. 
Регуляризация задачи (7)i в форме

max {  (х + у)  -  (х2 + у2 )  -  г0 [ (*  + у  + 1)* + ( -  *  -  у  + 1)+] }

делает ее устойчивой по всей системе задающей ее информации; здесь 0 < а  — 
параметр регуляризации.

Перейдем к задаче регуляризации аппроксимаций в общем случае. 
Регуляризация Целевой функции в (27.1) дает (с, х )  — x TQx -  а II х II2 = 
= (с, х ) —х т (а Е + Q )x  = (с, х ) — x TQax, где Qa = аЕ  + Q. Даже при вырож­
денное™ Q матрица Qa невырождена и положительно определена. Если 
система Ах  <  Ъ несовместна, то задача

max { (с, х ) — x TQaх | Л х < & }

является несобственной 1-го рода. Она редуцирует аппроксимационную 
задачу вида (30.3), т.е. в данном случае задачу

~  т о
max {(с, х)  - x TQax  -  2  Rj  II (Ajx -  bJy  \\р^)\ A 0x < b 0} • (31.1)

У = i
Двойственная ей задача в соответствии с (30.4) примет вид 

min {(Ь , и)  + x TQax | А Ти -  с — 2Q ax t и > 0 ,

\\un\'p U ) < R f (/ =  1........ #fi0)> - (31.2)

Т е о р е м а 31.1. Пусть система А 0х < Ь °  совместна. Тогда оптималь­
ное значение u(s) задачи (31.1) как функции от информационного вектора 
s = [с, А , Ь] конечно и непрерывно зависит от s. В силу теоремы двойствен­
ности (30.2) отмеченное свойство непрерывности выполняется и для 
двойственной задачи (3 i .2).
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Заметим, что если в выражении Qa = Q + olE  матрица Q нулевая, т.е.
(27.1) -  задача ЛП, то задачи (31.1) и (31.2) примут вид задач (30.5) и
(30.6), в которых нужно положить р = 0.

В самом общем виде метод одновременной аппроксимации и регуляриза­
ции можно описать с помощью следующей схемы. Пусть задача/, погружа­
ется в класс параметрических задач Z  ={ L ( у), y E Y 0) .  Если dy(x ) — та 
или иная функция невязки (по переменной дс) системы ограничений задачи 
L ( y ) ,  a v ( y )  — функция качества аппроксимации задачи L ( y )  в классе задач 
Z , то можно сформулировать задачу:

sup{/0 [.y ]( х )  -  r0d [y ] ^ c )  - К < р ( у )  - a  l x - p  II2 | , у е Г 0 } ;  (31.3)

здесь /0 [ у ]  (дс) — параметрическая функция, в которую преобразовалась 
функция (с, х)  при переходе от L  к L ( y ), г0 >  0 , £ >  0, а >  0. Последняя, 
являясь устойчивой, и решает при достаточно больших г0,К  и а "1 (точно 
или асимптотически точно по г0 и К )  задачу аппроксимации исходной 
задачи. Частным случаем (31.3) является задача

max{(c, х )  - r 0dR (x)  -  а Идс -  р II2 }  , (31.4)
X

где R = [/ ? !, . . .  , R m] >  0, dR (x ) = (R, (Ах -  Ь )4). Относительно ее справед­
лива

Т е о р е м  а 31.2. Пусть L -  несобственная задана Л П  1 -го podat М  = 
= Arg min (R , (Ах -  b) +). Тогда задача (31.4), являясь s-устойчивой, при до-

X
статочно больших г0 и а-1 дает наименьший по норме вектор из множества

Arg max {(с , дс) | дс G М  }  .

Смысл такого рода теорем укладывается в смысл общих теорем для 
задач последовательного программирования (см., например, [5 ] ) ,  поэтому 
в специальных доказательствах они не нуждаются.

Говоря о регуляризации аппроксимаций для несобственных задач ЛП, 
следует подчеркнуть, что реализация схемы двойственности для них в 
форме задач Р  и Р 4 из § 11 или §22 (см. (22.1) и (22 .1 )) уже содержит 
в себе регуляризацию, пусть не тихоновского смысла,т.е, содержит возмож­
ность обеспечить/-устойчивость аппроксимаций, заложенных в задачах Р  
и Р #.

Проиллюстрировать сказанное можно на многих частных реализациях 
этих задач, например на {Р 0 >̂ < f) или { P t Р  # }  (см. §11 ) .  Возьмем послед­
нюю пару:

Р  : max {  (с, х )  -  R 0 II (Ах -  b) + IIр | II дс 11̂ <  г0, дс >  0 } ,

Р # : min {(b, и)  + r0 II (с -  А ти)+ 11̂ | Иы11*</?0, и > 0 ) .

Эти задачи s-устойчивы по всей системе информации s = [с, А,Ь] , что обеспе­
чивается свойством компактности для допустимых областей. Это справед­
ливо и для первой пары { Р0, Р$ }  .
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Более общий вид задач Р  и Р # , рассмотренных в гл. V, допускает реали­
зацию в форме"(25.12), (25.13):

max | (с, дс) —  R 0 II (Ах -  b) + II2р -  —  r0 II jc II2 | х >  О J, (31.5)

min |(Ь, u)  + r0 II (с -  А ти у  \\*q + — R 0 II и II*р \ и >  О J . (31.6)

Здесь имеет место тихоновская регуляризация аппроксимаций, которые 
имеют такой смысл:

1) ищется тах(с, дс) на Arg min II (Ах -  b )+ II2;
х > 0

т ф 2
2) ищется min(b, и) на Arg min II (с -  А 1 и) IIQ .

и >  О

Но дело не только в том, что в задачах (31.5), (31.6) в явном виде содер­
жится тихоновская регуляризация, но и в том, что эти задачи находятся во 
взаимной двойственности.
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Г Л А В А  VII

СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОБАВЛЕНИЯ

Имея практическую направленность, изложенный в предыдущих главах ма­
териал относится к линейным моделям и частично к квадратичным. Тем не 
менее ниже мы коснемся вопроса двойственности для несобственных задач 
выпуклого программирования, исходя из того что двойственность -  
это центральный вопрос теории несобственных задач математического 
программирования. Некоторый выход за рамки линейных моделей может 
оказаться для читателей полезным.

§ 32. Двойственность для несобственных задач 
выпуклого программирования 1-го рода

Задачу выпуклого программирования рассмотрим в форме

su p {/o (* ) I // (*) <  0 (/=  1,..., т), х Е М } ,  (32.1)

где { - / о ( * )>  /1 W ,  •••, / т ( * ) }  — выпуклые функции, М  -  выпуклое 
множество. В дальнейшем будем считать, что

М  = dom  ( - / о ) ,  М  С d om  fj,

п М  С  ri d om  fj, j  -  1 , ..., m ,

где г i M  -  относительная внутренность множества М. Обозначив

т
F ( x , u ) = f 0( x ) +  S  Ujf i ( x ) ,  U = [ l l { ..... «m b

/ = 1

М * = [ и  | sup F(x, u )<  + °° ) ,  g o ( x ) =  sup F (x , u ),
x G M  x E M

запишем двойственную к (32.1) задачу в виде

in f{£<>(■*) 1 и GM* ,  и >  0 }.  (32.2)

Рассмотрим случай, когда (32.1) -  несобственная задача 1-го рода, т.е. до­
пустимое множество задачи (32.2) не пусто. Как и ранее (см. § 11), 
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зафиксируем разбиение и = [и0, и1,..., ит° ] (0 <  т0 <  т ) . Ему соответст­
вует разбиение

[Л О О ,  f m ( x ) \  = [ F i ( x \  . . . ,F Wo(jc )].

Сохраняя обозначения v2 и vA (т.е. v2 -  размерность вектора м°, v4 =
-  т — v2\ см. § 23), в качестве Ф выберем произвольную допустимую

функцию над пространством R**4 . Задачам (32.1) и (32.2) поставим в соот­
ветствие

8 и р {/ о (х )-Л Ф (д 1̂ +1(х), ...,jLtmo/ ^ o(x))| F0(x )<  0, jс£Л / }, (32.3)

inf {g0(x ) + R<t>#(mul , . . . ,Vm,um’ ) \ u G M \  и >  0 ) ,  (32.4)

где положительные параметры R,  /х/, т в ы б р а н ы  из условия ji7t?7 = R ” 1 
(/  = 1,..., /я).

Исследование сформулированных таким образом задач (32.3), (32.4) и 
их связей с задачами (32.1), (32.2) может быть проведено по той же схеме, 
что и для задач (22.1), (22.2) (с получением аналогичных результатов). 
Мы здесь ограничимся лишь формулировкой теоремы двойственности.

Пусть 7 , 7 # -  оптимальные значения, а М,  Л/# -  оптимальные множе­
ства задач (32.3), (32.4). Целевую функцию задачи (32.3) обозначим через

/ (х ). Положим (Ф ) (г )= Ф (г  + ), z Е Rv* , Г (дс) = ( х ) ,..., ( * ) ] .

Т е о р е м а  32.1. Справедливы следующие утверждения :
1°. 7 < 7 # .

2°. Пусть 7 <  + °° и существует такой допустимый вектор х задачи
(32.3), */п? Зс G ri Л/, Г ( х ) е п  ёогп (Ф ), причем f j  ( Зс ) <  0 для всех 
функций /у (дс) (/  = 1, v2) ,  не являющихся аффинными. Тогда 

- о о  <  у = 7 # <  + °°, М 4 Фф.
3°. Я^сгь функции { - / о  (дс), /i ( д с ) , / ш (дс)} полунепрерывны снизу 

и для некоторого a G R 1 множество

{ дс I / 0 0  >  a, F 0 ( j c )  <  О, JC е  л/} 

непусто и ограничено. Тогда у = 7 #, М Ф ф .
Реализуем несколько другой подход к двойственности для несобствен­

ных задач выпуклого программирования, намечающий общий подход 
к анализу двойственности для произвольных математических программ. 
Как уже было отмечено в § 4, если L (дс, и) — функция Лагранжа задачи 
линейного программирования L (пусть в форме (4 .7 )), то задача 

max min L  (дс, и) эквивалентна L (в случае разрешимости последней),
х >  О и >  О

a min max L  (дс, и)  эквивалентна L * ,  т.е. (4 .9 ). Следовательно, соб-
и >  о х > о

ственную задачу ЛП можно определить через разрешимость задач 
max min L (дс, и)  и min max L  (дс, м), что дает совпадение их значений.

х >  О и >  О и >  О х >  О
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Если рассматриваемая здесь задача (32.1) разрешима, то она эквива­
лентна задаче

Г: sup inf F ( x f и )  =: /. (32.5)
j cGM и > О

Двойственную к ней можно определить как

Г *: inf sup F ( x , u ) = : J .  (32.6)
ц >  О х £  М

Задача (32.1) называется собственной, если (32.5) и (32.6) разрешимы

и / = _/. В противном случае задача называется несобственной.

В нелинейном случае возможно соотношение -< » <  f < f  <  + °°, т.е. зна­
чения задач Г и Г * конечны, даже достижимы по каждой из операций sup и

in f ; вместе с тем / <  / (неравенство / < /  выполняется всегда).

Пусть х т = [jc1 , ...,jc” ° ]  -  произвольное разбиение вектора jc на подвек- 

торы; \\х1 ) , ||и ] ||р (/ ) (/ = I , ..., п0: / = 1,..., m0) -  произвольные 

нормы, монотонные вместе со своими сопряженными II • ll^(/) , II • Нр(у ) ;  

r f >  0, Rj >  0 (/ = 1, ..., п0; / = 1, ..., m0) -  положительные параметры. 

Выше предполагается разбиение вектора ит = [м°, и1,..., ит° ] и соответст­

вующее этому разбиение f i ( x ) i . . . , fm ( x ) ]  = [F 0(x ),  ...,/rWo ( * ) ] .  

Положим

M ( r )  = { х  G М  | И*1' || Q(/) <  rf (/ = I , ..., /?о)Ь 

M * (R ) = {  м >  0 | II и 7 II p(/-) <  Rj ( / =

Выпишем задачи:

Г ,.^ : sup inf F ( x , u ) = : f ,  (32.7)
..ж e м ( г )  и e m # ( r )

ГГ#Л : inf sup F (x , u ) = ' J ,  (32.8)
и e . M * ( R )  x e M ( r )  ~

mo
C: sup{/0(jr ) -  2  Rj\\F*(x)\\p U ) \Fo( x ) < 0 ,  x & M ,

/= »

II * '  l l , ( o  <  r, ( i = 1, ..., n0)>-

Задача С есть аналог задачи (11.3); вместе с тем она является частным

случаем задачи (32.3). Связи между задачами (32.1), С, Г г К и были

изучены в монографии [10, § 23]. Здесь же мы кратко охарактеризуем 
эти связи.
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В случае разрешимости задачи (32.1) и выполнимости условий регуляр­
ности она эквивалентна задаче С при достаточно больших R j ; эквивалент­
ность понимается в смысле совпадения оптимальных значений этих задач и 
выполнимости включения Arg С С Arg (32.1).

Важное свойство задачи С состоит в ее эквивалентности задаче Г Гр д 
(что в силу сказанного выше дает эквивалентность Г г> R <\> (32.1) в случае 
разрешимости последней). Поэтому естественно в качестве двойственного

объекта С # к С взять Г *  R . Таким образом, полагаем С # := Г *  R .

Т е о р е м а 32.2 (двойственности). Если задача выпуклого программи­
рования С разрешима и удовлетворяет условию регулярности ( например
в форме ЭЗс е  М°, F 0( x )  <  О, <  г { (/ = 1......п0) ;  М° -

И iiвнутренность множества Л/), то разрешима и задача С , т.е. 
при этом их значения совпадают.

Как и в линейном случае, пара С и С# допускает много частных реализа­
ций. Выпишем две из них.

Пусть М  = Еп, т.е. М  = { х >  0 } .  Тогда следующие пары будут ( #  )-двой- 
ственными:

С0: max{ f0( x ) - ( R , F +(x ) )\x  >  0, ||*||Q <  r0} ,

Cq : min max F (x t u)\
0 <  и <  R < и >  0

II X II q  <  r Q

С , : т а х {/ 0(дс) -  R 0 || F +(x)||p \ 0 <  x <  r ) ,

C f : min max F(x, u)\
II u II* <  R 0 0 <  x <  r 

и >  0 Itl Q
C2: m ax{/0( * ) — 2  Rf- 1| F f  (x ) llp(/) I Fo(x )< 0 ,  x  >  0 },

/ = 1
JA

C2 : min max F (x , u)\ 
и e  м # ( Л )  *  >  о

здесь то > 0 ,  R 0 > 0 , R T = [R t ..... Rm) > 0 ,  r T = [ r b ..., rn\ >  0, фигури­
рующие в задачах нормы предполагаются монотонными (вместе со своими

сопряженными). Разрешимость пар С0, С# и Сь  c f  и совпадение оптималь­
ных значений в них гарантируется.

При определенных условиях, которые будут оговорены ниже, задача С # , 
т.е. (32.8), может быть записана как задача математического программиро­
вания обычного вида. Пусть в исходной задаче (32.1) М - Е п \ при этом для 
нее допускается несобственность только первого рода, т.е.

М * = { и >  0 | max F(x, и) >  — ©о} Ф ф,
X

(32.9)
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Тогда при F (х ) = [ F t (х ) ,  F Wq ( х ) ]  (т.е. компонента F 0 не выделяет­

ся) пара задач С2, С2 запишется так:

т
С3: ш ах{/0(дс) — 2  Rj || F j (х )  Нр(/ )} ,

*  /= 1

С3: min max Г(х, и).

|и/|р( / ) < я / х&Еп

При и €  М*  для внутренней задачи в С3 можно выписать необходимое 
(а в случае, когда (32.1) -  задача ВП, и достаточнее) условие

V *F (x ,  и)  = 0.

Это дает возможность записать задачу С * 0 в виде

m in {F (x , и) \ V xF ( x , u )  = 0,

и >  0, II н7’ || *(/.) <  Rj ( j  = I,...,/ я0)>.

Задачи С3 и С3#0 связывает

Т е о р е м а  32.3. Пусть (32.1) -  задача ВП и функции {/,. (х ) }  ™ диф­
ференцируемы.

1. Если выполнено условие (32.9) и задача С3 разрешима, то разрешима 
и задача С * 0 ; при этом их оптимальные значения совпадают.

2. Если задача С3#0 разрешима, [Зс, и ] -  ее оптимальный вектор и 
F ( x ,  и ) строго вогнута в некоторой окрестности точки х, то х -  опти­
мальный вектор задачи С3 ; при этом оптимальные значения этих задач 
совпадают.

З а м е ч а н и е .  Условие дифференцируемости функций {/ ; (х ) }  ™ мож­

но снять, заменив ограничение V XF (х, и) = 0 в задаче С * 0 на 0 Е bxF(x, и), 
где dxF (x , и) — субдифференциал вогнутой по х функции F (x , и ) , в кото­
рой и понимается как параметр.

§ 33. Двойственность для несобственных задач 
линейного дискриминантного анализа

Подзадачей дискриминантного анализа в распознавании образов пони­
мают задачу строгого разделения непересекающихся множеств М  С Еп и 
N  С Еп некоторой гиперповерхностью Г = { х | / ( х )  = 0 } ,  где функция 
/ (х ) ,  называемая дискриминантной, берется из того или иного класса 
функций 9. Здесь разделимость множеств М  и iV с помощью функции 
/ (х ) понимается в смысле

/ (х )  > 0  V x  G Л/, / 0 0  < 0  V y  е  N. (33.1)
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Если 9  -  класс афинных функций, то (33.1) можно переписать в виде

(/, jc) + а >  0 Vjc Е М ,  ( /  х ) + а <  0 Vjc Е JV; (33.2)

здесь /  С Еп, а Е R1. Задача поиска дискриминантной функции / (jc) , раз­
деляющей множества М  и N, может быть пополнена условиями некоторой 
нормировки на / (например в форме II/ II <  1) и включением в постанов­
ку некоторой функции <р(/ )  качества разделимости, которую необходи­
мо, например, максимизировать. Возникающую задачу можно записать 
в виде

sup{< ? (/ ) I (33.1), /  e f ,  /  е  ^ о ) ,  (33.3)
где включение / Е F 0 означает условие нормировки. Задачу (33.3) можно 
определить как задачу оптимального дискриминантного анализа.

Ниже мы будем рассматривать задачу линейной дискриминации при ус­
ловии, что М  и N  — конечные множества. Следовательно, можно записать

М  = {  дь  as), N  = {  + ь  am)-

Так как искомым элементом является / Е  ЕПУ в (33.2) целесообразно сде­
лать переобозначения / -*jc, x - * a j . Тогда соотношения (33.2) примут вид

(д,-, х )  + а >  0, / = 1,..., s,
(33.4)

(дь  jc) + а  <  0, i = s + 1 ,. . . ,  m.

Можно сделать еще одно упрощение. Положив х  =  [дс, а ]  Е Еп+1, 
Uj = [ a j , 1] Е £ „ +1 (/ = 1 ,  ..., га), последние соотношения можно пере­
писать в форме

(dj, х )  >  О, / = 1,..., s,

(  ait х ) <  0, / = s + 1,..., т, 

т.е. неоднородные соотношения (33.4) можно заменить однородными:

(al9 х ) >  0, 7 =1 , . . . ,
(33.5)

(a iy jc) <  0 ,  / =  s +  1 , . . . ,  т.

Задачу именно в этой форме можно и понимать как задачу линейной 
дискриминации. Система (33.5) может быть как совместной, так и не­
совместной. В случае ее несовместности понятие решения может быть 
заменено на некоторое его обобщение -  комитетов решение (или просто 
комитет) .  Комитетные конструкции в распознавании образов рассматри­
ваются в [14, гл. IV ].  Здесь этого вопроса мы касаться не будем.

Искомая переменная в (33.5) входит однородно, поэтому систему 
строгих неравенств можно заменить системой нестрогих неравенств с по­
мощью положительных параметров ек >  0 (к  = 1,..., т) :

(aj, х ) >  €j, j  = 1,..., s;
(33.6)

(ait x ) <  eif / = s + 1, ..., m.
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Такое преобразование системы (33.5) является оправденным как с точки 
зрения обычного, так и комитетного решения.

Мы уже говорили о нормализации искомой функции / ; в обозначениях 
соотношений (33.4) -  (33.6) это элемент х. Простейший вид нормализации 
может быть таким: 0 <  х  <  х. Мы сразу запишем более общий вид нор­
мализации

А 0х <  Ь°, х >  0. (33.7)

Вводя обозначения 

й\

А х = 1

L ат J

е1 = [е ь . . . , е , ] \  е2 = [еS + 1 » ' ет У
задачу поиска дискриминирующего элемента х можно определить как за­
дачу решения системы линейных неравенств *

А хх >  е1, А 2х <  — е2, А 0х <  Ь°, х >  0 (33.8)

-  совместную или несовместную. Наконец, вводя (в соответствии с (33.3)) 
линейный критерий разделимости (6 , х ) ,  задачу оптимальной дискримина­
ции (33.3) в предположениях линейности можно записать в форме

D: шах {(5 , х ) | А хх >  е1, А 2х <  —в2, А 0х <  Ь°, х >  0 }.  (33.9)

Эта задача может быть как разрешимой, так и неразрешимой, т.е. как 
собственной, так и несобственной. К ней можно записать формально двойст­
венную, но вопрос состоит в том, чтобы эту двойственную задачу прочитать 
как задачу оптимальной линейной дискриминации некоторых множеств 
в конечномерном пространстве. И это возможно. В реализации этой воз­
можности и состоит суть данного параграфа. Ценой этой возможности яв­
ляется предположение 6 >  0, т.е. вектор 5 = [6 Х, ..., дп] г , определяющий 
целевую функцию в задаче (33.9), имеет положительные координаты.

Приведем системы ограничений в задаче (33.9) к виду

—А хх  ̂

Положим

А 2х <  — е2, А 0х <  Ь° х >  0.

А =

- А  I

А 2 Ъ = [ - б 1? - е 2, Ь°] .

Ао _
Тогда система ограничений задачи запишется в виде Ах  <  Ъу х
Разобьем матрицу А произвольным образом на две вертикальные подмат­
рицы В 1 и В2, так что

—А 11 —А 12

А = [BtB2] = А 21 А 22

_ А 01 0 К) __
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

_
1_
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Двойственная к (33.9) будет иметь вид 

min{(6 , и)  | А ти >  б, и >  0 } ,  

или, в развернутом виде,

D*:  m in{ ( [ —е*, - е 2, Ь °], и)  | В\и >  

>  б 1, B l u  <  - б 2, и >  0 } ,  

где

(33.10)

ВТх = [ - A f t ,  А ^ ,  А оГ, ] (

В1 = [ A f t ,  - А Тг г , - A l 2], С] -
Мы видим, что задача D* реализует задачу дискриминации двух множеств

М*  и N \  первое из которых состоит из векторов-строк матрицы В
т

а второе -  из векторов-строк матрицы В 2 ; искомый дискриминирующий 
элемент — это м, причем на него наложено требование неотрицательности.

Имея пару формально двойственных задач D  и D* — разрешимых или 
неразрешимых, каждая из которых является задачей оптимальной линейной 
дискриминации, -  мы можем реализовать любой из вариантов схемы двой­
ственности для несобственных задач линейного программирования (гл. III). 
В общей схеме двойственности фигурирует разбиение матрицы ограничений 
на горизонтальные и вертикальные подматрицы. Применительно к задаче D  
разбиение возникло естественным образом:

А =

- А  1

А 2 

L Ао J

= [Вгв2].

Такому разбиению мы и поставим в соответствие задачи Р  и Р *  
задач (11.3) и (11.4) (гл. III, § 1 1 ) ,  т.е.

Р: т а x { ( 8 , x ) - R t || (е 1 -  А , х ) + ||р(1) -

- R 2 || ( А 2х  + е2) + Нр( 2) I А 0х  <  й°, х > 0 ,

II-*1 Ид(1)< г ь  II Н <г(2)<г2>.

Р # : min { ( * , « )  + г, ||(б' - < « ) + ц ;(1) +

+42ii(527’«+62)+ii;(2)|U>o, ны1 и;(1)< л , ,

(33.11)

аналоги

' р (  2) < Л 2 >.
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Здесь || • IIр(/) , II • Н£7(,*) (/ = 1,2 )  — произвольные монотонные (вместе 
со своими сопряженными) нормы соответствующих пространств; Rf >  О, 

r t >  0 (/ = 1 , 2 ) -  положительные параметры; ит = [и1, и2, и?] -  разбие­
ние вектора ит на подвекторы и1, и2, м°, соответствующее разбиению 

матрицы А на горизонтальные подматрицы ( — А х), А г , А 0; х т= [х 19 х2] — 
разбиение вектора х т на подвекторы х 1, х 2, соответствующее разбиению 
матрицы А на вертикальные подматрицы B lf В 2 (см. (33 .11)).

Выписанные задачи Р  и Р # связаны двойственностью в формулировке 
теоремы 12.1 (или в ее частных формулировках в зависимости от предпо­
ложений относительно фигурирующих в задачах норм, например, в форму­
лировке теоремы 12.2).

Если задача (33.9), т.е. D, оптимальной линейной коррекции разрешима, 
то при достаточно больших R x >  0 и R 2 >  0 оптимальное решение задачи Р  
будет оптимально (по критерию (5 , х ) )  дискриминирующим решением 
задачи дискриминации (33.9). Если же задача D  неразрешима (например, 
при несовместности системы (33 .5 )), то задача Р  выступает в качестве 
аппроксимирующей для D. На смысле разных аппроксимаций останавли­
ваться не будем, так как эти вопросы достаточно подробно излагались 
в гл. III.

Коснемся вопроса о квадратичной разделимости множеств М  и Л̂ , т.е. 
разделимости с помощью квадратичной функции. Квадратичная функция

имеет вид /(дс) = x TAfX + ( c f ,  х )  + а/ , она полностью задается элемента­
ми Af,  Cf, OLf. В схеме дискриминации множеств* М  и N  переменной дс 
придаются значения элементов из М  и 7V, а вид / является искомым; в дан­

ном случае искомым является вектор / = [ Af  , Cf , а^] G En*+n+i • Делая, 

как и прежде, переобозначения Cf-+x,  df  -► а, а прежней переменной дс при: 
давая значения из М  и ТУ, мы получим в качестве аналога (33.4) следую­
щую систему: 

т
Xaj + (а;-, дс) + а  >  0, / = 1 ,..., 5,

т (33.12)
а{ Xat + (я,*, дс) + а <  0, / = s + 1,..., m.

Важно отметить, что эта система является линейной относительно искомого 
элемента у = [X,  дс, а]  €  Епг +и+1, т.е. принципиально она имеет вид (33.5).

Если в качестве критериальной функции в задаче выбора у взять (б , у ), 
О <  6 G Еп2 +п+х, то к новой ситуации можно применить описанную выше

схему двойственности для задачи дискриминации. Таким образом, взяв 
в качестве класса разделяющих (дискриминантных) функций класс 
квадратичных функций, в задаче оптимального поиска дискриминирующей 
функции мы не вышли за пределы задач линейного программирования, что 
несомненно важно с практической точки зрения.

Сделаем следующее замечание относительно общей задачи (33.3) опти­
мальной дискриминации. Эта задача есть задача математического програм­
мирования, в которой переменной является функция / из некоторого клас- 
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са 9,  который можно считать линейным пространством, а множество F 0 — 
частью этого пространства, задаваемого, например, некоторой системой 
неравенств. Что касается условий (33.1), фигурирующих в задаче (33.1), 
то при конечности множеств М  = { а х, ..., и N  = {  я5+1, ат} и 
переобозначениях f  “* х ,  М  U N  Э ак f k вместо записи (33.1) будем 
иметь

Задача же (33.3) запишется в обычной форме задачи математического 
программирования:

s u p {* (x )| /Дх) >  ej (/ = l , . . . ,s) ,

f i ( x ) > —€i (/ = s + 1,..., m), x E F 0 C f } 9 ek > 0 ,  k=  1,..., m.

Рассматривая эту задачу как произвольную, т.е. не обязательно разреши­
мую, к ней можно применить схему двойственности, реализованную в § 32 
(хотя в этом параграфе реализация относилась к задаче выпуклого про­
граммирования, что было важно для формулировки результатов, а не для 
самой схемы). Сказанным мы хотели подчеркнуть, что двойственность, 
развитая для несобственных задач математического программирования, 
успешно может быть применена к несобственным оптимизационным зада­
чам дискриминантного анализа, не обязательно линейного. Что касается 
содержательных интерпретаций результатов, то это полезно делать 
’ ’изнутри”  самого распознавания образов как научного направления 
с использованием его терминов и базовых понятий.

Следует еще подчеркнуть, что формально задачи математического про­
граммирования и задачи оптимального дискриминантного анализа не есть 
разные задачи. Возьмем, например, общую задачу линейного програм­
мирования

f j ( x)  > 0 ,  / = 1,..., s;

f i ( x )  < 0 ,  / = s + 1,..., т.

sup{ip(x) | /Д*) > 0  (/ = 1,..., s),

f i (x )  < 0  (z = s + 1,..., m\ x G F0 C # ' } ,

или

max {(с ,  x )  | A x  <  b }.

Ее можно переписать в эквивалентном виде 

max { ( с ,  z )  | Az  <  0,. — t <  0 } ,

(33.13)

где
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Разбив произвольную матрицу А на две горизонтальные подматрицы A t и

_  -  Г-ЧА 2 , т.е. А = I I , предыдущую задачу можно переписать в форме

L
шах { ( с ,  z )  | ( - A t )z >  0, A 2z <  0, - t  <  0 },

что имеет вид задачи оптимальной нестрогой разделимости (дискримина­
ции). Если в (33.13) от ограничений А х  <  Ъ перейти к Ах  <  Ъ + АЬ% А Ь>0У 
то в результате изложенных формальных преобразований придем к задаче 
оптимальной строгой разделимости.

§ 34. Линейная аппроксимация несобственных 
задач ЛП и симплекс-метод

Мы особо хотели бы остановиться на вопросе о применении стандартного 
программного обеспечения (в форме, например, программной реализации 
симплекс-метода) решения собственных задач ЛП для целей анализа задач 
несобственных. Большинство существующих программ симплекс-метода ра­
ботает на отказ в случае неразрешимости конкретной задачи ЛП. В этой си­
туации пользователь программы вынужден пересматривать модель, коррек­
тируя ее по связям и информационному обеспечению. Однако естественно 
было бы эту работу поручить программной надстройке к симплекс-методу, 
обеспечивающей режим автоматического выбора метода коррекции решае­
мой задачи ЛП, саму коррекцию и непосредственное использование для ре­
шения последней симплекс-метода.

В гл. IV было предложено несколько способов коррекции несобствен­
ных задач ЛП, большинство которых носило линейный характер, т.е. кор­
ректирующая модель являлась собственной задачей ЛП. Остановимся не­
сколько подробней на коррекции несобственной задачи ЛП 1-го рода, 
записанной в каноническом виде:

min {(с , jc) | l j ( x )  = (aj, х)  -  bj = 0 (/' = 1,..., т), х >  0 }.  (34.1)

Задачу коррекции представим в форме

т
min { (с ,  х)  + 2  rj | /7(jc) \ \ х >  0 ),  (34.2)

/ = 1

Последняя в том и только том случае разрешима, когда система неравенств 
А Ти <  с, | Uj | <  r j  (/ = 1 ,  ..., m)  совместна. Назначение параметров 

rj > 0  (/ = 1 ,  ..., m)  осуществляет лицо, решающее задачу. Параметр rj 
можно трактовать как меру потерь в единицах функционала ( с , jc) за не­

вязку | //(jc) | = 1, доставляемую вектором jc /-му уравнению в за­
даче (34.1). Задачу (34.2) можно переписать в эквивалентном виде
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т
min {(t\ х)  + 2  rj (vj  + uj)  | (яу, х)  + vj -  uf- = bj 

/= i

(/ = 1 , m), [x, u, i>] >  0 },  (34.3)

где u T = [ u i , um] , v T = [ v i , ..., uw ]- Условия разрешимости для зада­
чи (34.3) те же, что и для (34.2). Если решению подлежит задача (34.1), то 
программа симплекс-метода с помощью вспомогательных средств автома­
тически может настраиваться на решение задачи (34.3). Заметим, что если

[ х ,  и, v ' ]  Е Arg (34.3) то величины Uy + йу = |/у (Зс)1 дают невязки 
уравнениям задачи (34.1), соответствующие оптимальному вектору jc =  5c; 

при этом х является оптимальным и для задачи

min { (с ,  х)  | (ду, х)  bj = Uj +йу (у = 1, ..., т), х >  0 ). (34.4)

Задаче (34.2) можно придать и такой аппроксимационный смысл. Поло­
жим rj = r 0r/\ r j  >  0 (у = 1, ...,ш ). В соответствии с теоремой 18.1 при 
достаточно большом г 0 >  0 оптимальный вектор задачи (34.2) будет ре­
шать задачу

min {(с, jc) | jc Е М )  , 

где
т

М  = Arg min { 2  г® | / ,(* ) | | х >  0 },
/ = i

т.е. смысл аппроксимации таков: вначале минимизируется функция НевЯЗ- 
ли

ки 2  г ? | /у (jc ) | на множестве Е„ неотрицательных а затем на опти- 
/ = i

мальном множестве М  этой задачи ищется min (с, х ) . Сказанное в точности
т

соответствует тому, что вначале ищется минимум 2  r?( t/y +иу ) на до-
/ = i

пустимом множестве задачи (34.3), а потом на оптимальном множестве 
(попеременной х)  последней ищется min (с, х ) .

Остановимся еще на одном виде линейной аппроксимации, отнесенной 
к задаче ЛП вида

min {(с ,  х ) 1 Ь < А х < Ь , х > 0 ) .  (34.5)

Взяв Д Ъ >  0 и А Ь  >  0, можно от (34.5) перейти к задаче 

min {(с , х)  + R(x + r t  | Ь - д А Ь <  Ах  <

<  b + t Ab, [jc, ц , t ]  >  0 ).  (34.6)

(каноническом):
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В (34.6) векторы АЬ и A_b задают структуру возможных изменений верх­
ней и нижней границ для вектора Ах  затрат ресурсов (в рамках стандарт­
ной интерпретации задачи Л П ). Аппроксимация задачи (34.5) в форме
(34.6) является весьма естественной во многих задачах оптимального пла­
нирования, в особенности в задачах перспективного планирования.

§ 35. О модели формирования напряженных планов

Рассмотрим некоторые аспекты противоречивых моделей планирования, 
связанные с формированием напряженных планов (или выверкой 
директивных планов на напряженность).

Ниже мы будем исходить из модели производства, в качестве элементов 
которой выступают:

1) М0 -  множество допустимых планов (стратегий) производства х т =
— [х 1, хп] £  Еп;

2) / ( * 1, •••> * л )  ~  ведущий (основной) критерий;

3) { / , ( * ! ,  . * „ ) } ^  = 1 -  система оценочных функций (функций-оце- 

нок) плана х.
Расшифруем сказанное. Под планом (стратегией) производства здесь по­

нимается набор х х, ... ,х „  его параметров х, (/ = 1, ..., п) , определяющих 
процесс функционирования производства, а также его характеристики: 
объемы потребления сырья и материалов (на планируемый период), выход 
продукции, загрузка оборудования и т.д. Предполагается, что множество 
допустимых стратегий М0 предусматривает резервы по всем позициям 
производства для целей обеспечения свойства мобильности планов, их элас­
тичности, возможности маневрирования, что гарантирует их надежность. 
В качестве ведущего критерия / (х ) могут выступать прибыль, трудовые 
затраты, себестоимость и т.д. Пригодность того или иного критерия дик­
туется конкретными условиями производства В роли оценочных показате­
лей планов могут быть: использование производственных мощностей, 
производительность труда, удельный вес продукции высшей категории ка­
чества и *др. В дальнейшем будем предполагать, чго показателям / Д х ) 
придано такое содержание, в силу которого каждому из них желательно 
придать как можно большее значение.

С моделью производства свяжем такую постановку задачи формирова­
ния плана х £  M q \ найти вектор Зс G М 0, который, например, максимизи­
рует основной критерий / (jc) и обеспечивает выход показателей f { (x )  на

некоторые их нормативные значения /* (/ = 1 , . . . ,  s ) . Поиск такого плана 

будет вестись на множестве М  = { х £  М 0 \ f i (х ) >  // (/ = 1, 5) } .  Не на­
думанным, а совершенно естественным и реальным будет случай, когда

М  = ф. Это означает, что задача выхода на нормативные показатели f t яв­
ляется нереальной. В этой ситуации любой план из множества Мо дает хотя 
бы одному показателю//(х) значение, меньшее, чем нормативное. Здесь мы 
сталкиваемся с противоречивой моделью планирования. Заметим, что если 
из числа показателей /Д х) взять только один, например / i ( x ) , то для него
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может оказаться возможным выход на нормативное значение Д . Все дело 
s том, что нельзя этого сделать по всем показателям одновременно.

Теперь мы подготовлены к тому, чтобы формализовать понятия степени

напряженности плана. Вместо требований f i { x ) > f i (z = 1 , . . . ,  s)  запишем 
ограничения:

f l ( x ) > X f i , i = l , . . . , s ,  x G M 0; (35.1)

здесь О < Х  -  параметр. При X = 0 любой план Зс G ЛГ0 удовлетворяет ограни­
чениям (35.1). При X = 1 ограничения определяют введенное выше мно­
жество М, которое может быть пустым. Если в качестве нормативных зна­

чений для показателей //(дс) взяты числа f t = тах{/Дх)| дс €  М 0}> то при 
X >  1 система (35.1) всегда несовместна. Множество допустимых относи­
тельно ограничений (35.1) стратегий обозначим через М\. Минимальное 
значение Хо для параметра X, обеспечивающее совместность ограничений
(35.1), т.е. свойство М\Ф ф, назовем показателем предельной напряжен­
ности ограничений (35.1). При М  = ф этот показатель меньше 1, т.е. Х0 <
<  1.План Зс, удовлетворяющий (35.1) при Х = Х0, называется предельно 
напряженным. Отыскание предельно напряженного плана с учетом веду­
щего критерия /(дс) подчиняется задаче: найти максимум /(дс) при огра­
ничениях (35.1) и Х = Х0.

Будем теперь исходить из директивного плана Зс. Естественно, он может 
оказаться недопустимым относительно вхождения в множество М, т.е. 
Зс $ М 0. Это соответствует неучету тех или иных ограничений, форми­
рующих множество допустимых планов Мо, например таких, как ограни­
чения по лимитам оборудования, рабочей силе, по расходам сырья и 
материалов и т.д. Ограничимся случаем допустимости плана Зс. Сформи­

руем вектор [X i, . . . ,  \s] — вектор напряженности плана х, где X/ =

= / , (Зс)//, (/ = 1, . . . ,  s) . Число X = min X* назовем показателем напря- 
_  i

женности плана Зс. Показатель предельной напряженности Х0 ограничений

(35.1) и X связаны неравенством X < Х 0. Степень напряженности плана Зс 

характеризуется степенью близости показателя X к Х0, что может быть 

выражено числом Х ( х )  = Х/Х0 -  индексом напряженности плана Зс 
(X (Зс) <  1). При Х ( х )  = 1 план Зс предельно напряженный. Плановый 
(директивный) выбор этого индекса связан с анализом состояния конкрет­
ных отраслей, группы родственных предприятий, производственных 
объединений и отдельных производств. Чем совершенней предприятие 
(в смысле ритмичности функционирования, эффективности управления, 
четкости и стабильности внешних связей и т.д .), тем индекс напряженности 
может быть выше, т.е. ближе к единице.

Опишем порядок нахождения плана Зс с индексом напряженности, не 
меньшим IX. Во-первых, отыскиваем Х0 как максимальное значение X, 
обеспечивающее совместность системы (35.1), что запишется так:

max{ X | х G М 0, (i = 1,. . . , s ) }  = X0. (35.2)

Далее вычисляем показатель X = ц\0 • Наконец, решаем задачу

max{ f ix )  | xGAfo,  / i(x )>X /^  (/= 1 , . . . ,  s ) } . (35.3)
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Оптимальный план этой задачи х будет иметь индекс напряженности, не 
меньший ц = Х ( х ) . Если множество допустимых планов М 0 задано систе­

мой линейных неравенств, а функции { ( х) }  *= х линейные, то задачи (35.2),
(35.3) суть задачи линейного программирования; следовательно, в этом 
случае отыскание напряженных планов (с заданным индексом напряжен­
ности) может быть осуществлено на основе хорошо разработанного аппа­
рата линейного программирования.

Сделаем еще такое добавление. Утвердившийся ныне (в рамках эконо- 
мико-математической концепции) принцип оптимальности планов формаль­
но не противоречит принципу построения напряженных планов. Если иметь 
только один оценочный критерий / (jc), при этом в качестве нормативного

его значения взять /  = m ax{/ (x )|x  G М 0} ,  то оптимальный по критерию

/ ( jc) план х будет иметь показатель напряженности / (х ) / /  = 1, т.е. будет 
предельно напряженным.

Содержательный смысл здесь рассмотренного индекса напряженности 
Х (х ) плана х согласуется на случай одного оценочного критерия с поняти­
ем уровня напряженности плана х, которым рекомендовано пользоваться 
в настоящее время.

В рассмотренной выше модели построения напряженных планов на­
ми учтены такие требования, как его реальность, мобильность и надеж­
ность.

Следует отметить, что подход к формализации напряженности плана не­
однозначен. Выше реализован только один из возможных подходов, а имен­
но такой, когда выполнимость или невыполнимость плана (в количествен­
ном измерении) увязывалось с возможностью или невозможностью выхода 
на заданную систему нормативных показателей для оценочных функций. 
Однако напряженность плана можно было бы связать со степенью ресурс­
ной обеспеченности его выполнения. В частности, если выполнение плана 
объективно связано с безрезервным использованием ресурсов, то такой 
план должен иметь максимальный индекс напряженности; его выполнение 
в этих условиях всегда чревато угрозой срыва, технологическими сбоями 
и другими негативными явлениями.

§ 36. Вопросы программного обеспечения

Как уже отмечалось, до сих пор разработанные пакеты прикладных 
программ линейного программирования -  как отечественные, так и зару­
бежные — работали на отказ в ситуации, когДа задача ЛП неразрешима; 
в этом случае на печать выдавалась информация о несовместности системы 
ограничений или неограниченном значении оптимизируемого функционала 
на многограннике ограничений. Это был явный брак в методологии созда­
ния пакетов ЛП. К любому такому пакету необходима была программная 
надстройка, которая бы средствами этого же пакета корректировала задачу 
в случае ее неразрешимости. При этом в списке коррекций какой-либо из 
наиболее естественных способов работал бы по умолчанию (без специаль­
ных на то забот пользователя пакетом), а настройка пакета на другие спо­
собы осуществлялась в соответствии с инструкцией к пакету, легко пони­
маемой пользователем.
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В настоящее время достаточно широко ведутся разработки цо програм­
мному обеспечению численного анализа противоречивых задач ЛП.

В Институте математики и механики УрО АН СССР разработано 
программное обеспечение численного анализа несобственных задач ЛП 1-го 
рода для ЭВМ БЭСМ-6 и ЕС ЭВМ. Созданные программные комплексы 
реализуют подход, связанный с непрерывной аппроксимацией неразреши­
мой задачи ЛП, т.е. с поиском такой вариации всех или выделенной части 
ее исходных данных, которая бы обеспечивала разрешимость (собствен­
ность) задачи и доставляла оптимум дополнительному критерию качества 
аппроксимации. Методы, осуществляющие оптимальную в указанном 
смысле коррекцию исходных данных несобственной задачи, опираются 
на теорию двойственности для несобственных задач ЛП.

1. Пакет производственного планирования ОПТИМА-2 [18]. Пакет 
ОПТИМА-2 предназначен для специалистов, занимающихся проблемами 
внедрения современных экономико-математических методов и вы­
числительной техники в планирование и управление народным хо­
зяйством.

ОПТИМА-2 — проблемно-ориентированный и методо-ориентированный 
пакет — предназначен для решения разнообразных прикладных задач, 
которые могут быть представлены как задачи линейного программи­
рования общего вида большой размерности, информационно близкий 
между собой. Пакет является инструментом, позволяющим проводить 
оперативное опробование и внедрение в практику планирования новых 
методов решения задач линейного программирования.

В пакете используются: модифицированный симплекс-метод с муль­
типликативным представлением обратной матрицы и стандартной процеду­
рой повторения; итерационный метод с использованием штрафных функ­
ций; методы фейеровского типа решения систем линейных неравенств. 
Для решения задач большой размерности разработан механизм стыков­
ки итерационного алгоритма и симплекс-метода. Пакет предоставляет 
пользователю средства корректировки исходной информации: изменение 
элементов исходной матрицы, вычеркивание строки и (или) столбца, 
изменение знака строки, изменение типа ограничений и др. Эти средства 
и позволяют работать с несобственными задачами, переформировывать 
модель. Основной способ использования пакета -  обращение к нему с за­
данием на входном языке, являющимся составной частью системного на­
полнения пакета. В данной версии предусмотрено 29 операторов входного 
языка. Задание на работу пакета, написанное в соответствии с грамматикой 
языка, является средством внешнего управления работой пакета. Расшиф­
ровку директив исходного задания и обеспечение процесса прохождения 
задачи на ЭВМ осуществляет управляющая программа.

Пакет ОПТИМА-2 реализован на машине БЭСМ-6.
Создан диалоговый вариант пакета ОПТИМА-2, предоставляющий поль­

зователю возможность: организовать диалог с пользователем с помощью 
базового набора директив и сформировать ответные сообщения; управлять 
работой модулей-оптимизаторов.

ОПТИМА-2 находится в стадии опытно-промышленной эксплуатации 
в рамках автоматизированной системы оптимального объемно-календар- 
ного планирования ПО "Уралмаш".
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2. Пакет численного анализа несобственных задач ЛП: ДЕЛЬТА-ПЛАН.
2.1. Функциональное назначение. Созданное программное обеспечение 

предоставляет пользователям возможность для выбранного разбиения всей 
системы ограничений исходной несобственной задачи ЛП на директивную и 
одну или несколько факультативных подсистем откорректировать:

-  правые части ограничений общего вида, входящие в факультативные 
подсистемы, и двусторонние границы на переменные (если они были за­
даны) ;

-  коэффициенты матрицы ограничений, входящих в факультативные 
подсистемы, принадлежащие выделенному подмножеству столбцов;

-  то и другое одновременно.
Для каждой из факультативных подсистем, которые предполагаются 

ранжированными по степени важности, пользователь может выбрать свой 
критерий качества аппроксимации из некоторого предлагаемого ему стан­
дартного набора. При этом коррекция данных производится последователь­
но, в несколько этапов. На первом этапе оптимизируется критерий качества 
подсистемы с наиболее высоким приоритетом, на втором — подсистемы, 
непосредственно следующей за ней, и т.д. Минимальный приоритет имеет 
целевая функция задачи, которая оптимизируется в последнюю очередь.

Критерии качества, заложенные в систему, построены на минимизации 
суммы взвешенных невязок, на вычислении чебышевского уклонения 
корректируемой подсистемы, на комбинированном использовании этих 
показателей.

Кроме процедур коррекции данных, основанной на поиске оптимума 
заданного критерия качества аппроксимации, в систему программного 
обеспечения численного анализа несобственных задач ЛП включены 
методы так называемого "интервального" программирования. Пользо­
ватель может задать часть коэффициентов и правых частей исходной задачи 
не конкретными значениями, а интервалами их возможных значений. 
Система сама предлагает ему для заданного разбиения коэффициентов 
на управляемые и неуправляемые (случайные) ъариант решения, кото­
рое удовлетворяет ограничениям задачи при некотором фиксированном 
значении управляемых коэффициентов и произвольных значениях остало- 
ных, случайных коэффициентов.

2.2. Алгоритмическое наполнение. Каждый метод коррекции исходных 
данных несобственной задачи ЛП реализуется несколькими процедурами, 
одна из которых является главной и реализует внешнюю схему метода. 
Остальные процедуры, называемые функциональными, реализуют отдель­
ные шаги алгоритма, среди которых основными являются шаг построения 
модели оптимальной коррекции (или модели интервального программиро­
вания) , шаги алгоритма последовательной оптимизации критериев качества 
коррекции, шаг интерпретации решения модели в терминах исходной 
задачи.

Каждая модель коррекции представляет собой задачу ЛП с несколькими 
целевыми функциями, упорядоченными по важности — линейную задачу 
последовательного программирования. Ее решение ищется на основе 
метода скаляризации вектора критериев и опирается на обычные методы 
решения и параметрического анализа собственной задачи ЛП. К ним отно­
сится, в первую очередь, модифицированный симплекс-метод с мультипли­
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кативным представлением обратной матрицы, а также итерационные 
методы фейеровского типа и расширенных штрафных функций, имеющие 
блок сопряжения с симплекс-методом. Итерационные методы могут не­
посредственно применяться к исходной несобственной задаче для предва­
рительной приближенной установки и оценки "узких" мест ее системы 
ограничений.

В дальнейшем предполагается пополнить библиотеку математических 
алгоритмов оптимизации диалоговыми методами поиска и перебора Паре- 
то-оптимальных вершин многогранника.

2.3. Связь с существующими пакетами ЛП. Поскольку для решения 
обычных (собственных) задач ЛП существуют современные, хорошо разви­
тые программные средства, вновь создаваемое программное обеспечение 
анализа несобственных задач ЛП было ориентировано на совместную работу 
с такими средствами. Так, программный комплекс анализа несобственных 
задач ЛП, создаваемый для ЕС ЭВМ, был "привязан" к расширенной систе­
ме программного обеспечения СПО МПР-2, а аналогичный комплекс 
программ, создаваемый на машину БЭСМ-6, — к системе линейного 
программирования ЛП БЭСМ-6 [1 ], созданной в ВЦ АН СССР. Привязка 
касается единообразия.исходных данных пользователя и единообразия вы­
ходных форм и результатов. Кроме того, при анализе собственных задач ЛП 
применяются оптимизационные методы этих систем.

2.4. Логическая Схема функционирования. Функциональные процедуры 
комплекса, предназначенного для ЕС ЭВМ, написаны на фортране. Библио­
тека этих процедур сопрягается с библиотекой процедур СПО МПР-2 перед 
выполнением главной программы выбранного пользователем метода кор­
рекции, которая написана на входном языке системы СПО СПР-2. Взаимо­
связь по управлению и данным между процедурами СПО МПР-2 и процеду­
рами комплекса осуществляет монитор СПО МПР-2.

Напротив, комплекс программ анализа несобственных задач ЛП для 
ЭВМ БЭСМ-6, имеет свою системную часть, независимую от системной части 
ППП ЛП БЭСМ-6 и основанную на аппарате главных и подвижных задач 
ОС Диспак. Входной язык комплекса является фортрано-ориентирован- 
ным, как и большинство его процедур, исключая процедуры симплекс-ме­
тода и параметрического анализа задачи ЛП, написанные на входном языке 
системы ЛП БЭСМ-6. Взаимосвязь вызываемых процедур по управлению 
и данным осуществляет монитор комплекса.

2.5. Апробация программного обеспечения. Программное обеспечение 
было опробовано на реальных задачах объемно-календарного планирования 
крупного машиностроительного предприятия с единичным и мелкосерий­
ным типом производства для согласования величин дефицитных ресурсов 
с напряженными плановыми показателями по выпуску продукции по 
номенклатуре и в суммарном стоимостном выражении.



ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

: = (= :) -  левая (правая) часть равенства есть обозначение для правой (левой);
Еп -  линейное пространство векторов х : = [ хх, . . . ,  хп ]т, где т -  знак транспониро­

вания матрицы, в частности вектора; „  .
R”  -  пространство Еп> наделенное нормой II х II : = ( 2  *  • )* ;

I = 1
х > у  означает х/ > у,- (/ = 1 , . где х = [ х , . ,хп] г , у = [ у , , . . .  ] т\
Е+„: = { х е £ „ 1  х >  О); 

п
(х,у ) : = 2  jc,- у(  -  скалярное произведение вектора хну ;

/ = 1

<х+ : = шах (О, а }, где а -  число;
Х* = [х ^ ........х*п ] т; П
Их И0 :=max |х,|; 11x 11, : =  2  |х,-|;

1 1 = 1

I jc -  М  | := inf { Н jc -  у II | у G M ] ,  где М  С  R";
Ъф(х) /Ы -  производная функции ^ (х) в точке х е  Еп по направлению / G /Ги, т.е.

д (̂дс) «^(* + г/) -  *(л:)
— --------- := И т ------------------

Ы t + О t 
Если Р -  некоторая оптимизационная задача, то: Arg Р -  ее оптимальное множество; 
argР -  элемент из Arg/*; opt Р -  оптимальное значение задачи Р.
Если Q  -  задача max min Е ( х , и ) уто 

x G X  u G Y
AigxQ := Arg max <р(х), где ф (jc) := min F( x,u ) .

x G X  mg Y
тахя ( •) -  символ задачи максимизации по Парето;
тах/( ) -  символ задачи последовательной (лексикографической) оптимизации;
Arg .̂ -  символ множества Парето для задачи тахя ( •); 
dom/: = { jc | /‘(jc) конечно); cpi/ : = {  [дс,м] I .fix) < м» x ed o m / }; 

к п
со М  : = {  2  ог/ х * | jc 'e A f ,  2  а,- = 1, а/ > 0 (/= 1, . . .  ,к)  Vfr} -  выпуклая оболоч- 

/ = 1  / = 1  
ка множества М  с Еп\ 

к
сопеМ : = {  2  оцх1 \ x l GM , а/ >  О (/ = 1, . .  . ,к ) V * }  -  конусная оболочка множе- 

1 = 1 
ства М  с Еп ;

=> -  знак импликации (логического следования); <=** -  знак эквивалентности;
3 -  квантор существования; v  -  квантор всеобщности; V,- G S -  для всех/ из S;
ЛП -  линейное программирование; НЗ ЛП -  НЗ линейного программирования.
НЗ -  несобственная задача;
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